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Eloszo

A Pannon Egyetem Mdiszaki Informatikai Karan tanuldé mérnok informatikus alapszakos hallgatdk
eddig mas oktatasi intézmények 4dltal kiadott jegyzetekbdl, a kereskedelemben kaphatd
tankényvekbdl valamint az Internetrdl letoltott anyagokbdl tanulhattak a digitalis technikat (BME:
[ARATOP], vagy SZE: [KERESZTP]). Hallgatéink bar ezekbdl is tokéletesen elsajatithattak a tantdrgy
elméleti részeit, azonban nincs kozottik egyetlen olyan sem, amely a karunkon folyé képzés
kovetelményeihez és tematikdjadhoz teljes mértékben igazodna. Jelen jegyzet ezt a hidnyt hivatott
potolni.

A jegyzet készitése soran fontos célul tlztik ki, hogy a meglévd el6adas vazlatokra, félidkra épulé
egységes, jol hasznosithatd oktatasi segédanyag késziiljon a képzésben |évé Digitalis Technika I. - II.,
és a Digitalis Aramkorok c. targyakhoz, amelyet nagy hallgatéi létszammal oktatunk a Pannon
Egyetem veszprémi, és nagykanizsai képzési helyein, valamint a Szegedi Tudomany Egyetemen.

A jegyzet mind mérndk informatikus, mind villamosmérnok szakos hallgatok szamara korszerd,
konkrét, elméleti és gyakorlati ismereteket tartalmaz a digitdlis dramkordk és rendszerek
tervezésének elsajatitdsdhoz. A témakordket a nagy terjedelem miatt két jegyzetben publikaljuk: a
Digitdlis technika I. c. segédlet f6ként a digitalis daramkordk bevezetésével, alapfogalmaival és a
kombindcids logikai haldzatok szintjével foglalkozik, mig a ra épul6 Digitdlis technika Il. c. segédlet a
sorrendi logikai haldzatok elméleti és gyakorlati hatterét, valamint azok komplexebb tervezési
|épéseit ismerteti.
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1. Alapfogalmak, analég és digitalis jel, analég és digitalis
rendszer, logikai rendszer

Bevezetés

A digitalis technika hosszu évek 6ta zajlo folyamatos el6retorésérdl és alkalmazasi teriiletének szinte
végtelen tarhdzardl taldn nem kell beszélniink azoknak, akik kezikbe veszik ezt a jegyzetet. Ennek
ellenére mégis érdemes néhany, talan érdekességnek vagy kuriézumnak szamité dolgot megemliteni
és némi torténeti attekintést adni a digitdlis jelek, jelzések kialakulasarél és felhasznalasi
jelentdségének folyamatos elterjedésérél.

Ill

A ,digitdlis jel” kifejezést legtobben valamilyen elektronikus, tudomanyos, talan kissé misztikus
kategoridkhoz tarsitjak, pedig a sz6 szoros értelmében vett , digitalis” nagyon sok, egyszer{ dolog is
lehet. A kifejezés nem csak a modern elektronikdban és a szamitastechnikdban hasznalt binaris
elektronikus digitdlis rendszerekkel all 6sszefliggésben. A digitalis rendszerek valéjaban nagyon &si
eredetliek és sem az nem sziikséges, hogy bindrisak, sem az, hogy elektronikusak legyenek.

A kifejezés a latin digitus (ujj) sz6bdl szarmazik. Az ujjakat lehet hasznalni a diszkrét szamolas céljara,
hiszen az ujjainkkal diszkrét egész szamokkal tudunk szamolni.

A digitalis jel egy tartomdanyon belll is csak adott diszkrét értékeket vehet fel. Két diszkrét érték vagy
allapot kozotti érték nem megengedett. A digitdlis dramkorokben leggyakrabban két diszkrét
allapotot haszndlunk. Ennek az els6dleges oka, hogy a legegyszerlbben és legbiztonsagosabban két
allapotot tudunk egymastdl megkiilonbdztetni. Tobb allapot megkilonboztetése bonyolultabb és
megbizhatatlanabb lenne.

Az el6bbiek magyardzatara nézziink néhany példat, a mai ,digitdlis kor” el6tti id6kbél, ahol a digitalis
jelek haszndlata mar mindennapinak szdmitott, csak legfeljebb nem nevezték nevén a folyamatot.

e A jelz6tliz vagy a flstjelzés talan egyike a leg6sibb, - nem elektronikus - jelzésformaknak. A
flst vagy a tliz megléte vagy hianya valamilyen jelenséghez vagy eseményhez kapcsolva nagy
tavolsagu kétallapotu jeldtvitelt tett lehetévé. A flst jelzését példdul egy pokrdccal, mint
modulatorral ki- bekapcsolgatva bonyolultabb jelzésformakat is megvaldsithattak.

e A gyertya az ablakban az elmult korok egyik jellegzetes jelzésformaja a ,tiszta a leveg6” atvitt
értelm jelzés tudtdra adasanak.

e Nem emberi taldlmany az él6 szervezetek tulajdonsagait kodolé DNS kéd. Az ,A”, ,C”, ,T”, és
,G” —vel jelolt kilénb6z6 kombindcidk ugy is felfoghatdk, mint egy négyjegyl szamkdd, mely
az informaciét hordozza, illetve atviszi két egymdst kovet§ generacid kozott. A teljes
igazsaghoz hozzatartozik, hogy a DNS-ben a négyféle nukleotid egymdshoz képesti térbeli
elrendez8dései is hordoznak informaciot, valamint a kozottik kialakulé masodlagos kotések
is.

e Sokak szamdra ismert a Morze kdéd, mint informacié atviteli kodrendszer. Ez oOtféle jel
variaciéibdl all. Ezek a pont, vonas, vagyis rovid és hosszu jelzések, rovid sziinet (a betlk
elvélasztasara), kozepes sziinet (a szavak elvdlasztasara) és a hosszu sziinet (a mondatok
elvalasztasara). A morzekdd rendszerének koszénhetSen az igy kddolt Uzenetek tobbféle
madon is eljuthatnak a cimzetthez, azaz tobbféle kozvetit6 kbzeg is hasznalhatd. llyenek az
elektromossag (elektromos tavird), vagy a fény (villanofény).

e A Braille rendszer vakok szamara késziilt, a vakok ,olvasasat” lehet6vé tevé 6 bites binaris
formdtumu kédrendszer, karakterek kodoldsdra. A karakterek kddjait egy pontokbdl allé
mintazat alkotja.

e A szemafor jelzéseknél rudakat, vagy zdszlokat tartanak meghatarozott helyzetben. A jelz6
eszk6zok egymdshoz képesti elhelyezkedése kddolja az lizenetet, amit a megfigyel§ adott
tavolsagig képes észlelni. Vasuti jelz6k vagy a reptéri iranyitok jelzései miikddnek ezen a
maodon.



e A tengeri jelz6zaszlok kiilonboz6 jelzései az ABC kilonboz6 betlit jelképezik, ennek
segitségével tudnak a hajok egymasnak latétavolsagon belll lizenetet kiildeni.

e Végezetll egy megtortént eset a régmultbol, amely jél rdmutat elédeink leleményességére
és arra, hogy ,digitdlis mdédon”, hogyan lehet megoldhatatlannak t(in6 problémdkat is
megoldani.

Bar Kohba (csaladnevén Simon Ben Kosziba) az 1.- 2. szazadban élt zsidé szabadsagharcos a
zsidd torténelem legendas alakja, az utolsé odkori fliggetlenségi haboru (i.sz. 133-135)
hadvezére volt. Réla nevezték el kés6bb a barkoba jatékot. A legenda szerint Simon Bar
Kohba elé vittek egy kirabolt és megcsonkitott embert. A rabldk a szerencsétlennek a nyelvét
is kivagtak, hogy ne vallhasson elleniik, hiszen abban az idében az irastudas még nem volt
elterjedt. Bar Kohba azonban olyan kérdéseket tett fel az aldozatnak, amelyekre az egyszer(
biccentéssel vagy fejrazassal, tehat igen, nem valaszokkal felelhetett. igy kideriilt, hogy a
tettesek az aldozat batyjai voltak, akiket aztan el is fogtak, és elnyerték megérdemelt
blntetésuket.

Taldan nem teljes a lista, de jol érzékelteti, hogy informdcidhordozd kézeg jellegére vald tekintet
nélkil nagyon sok minden alkalmas a digitdlis informacio reprezentaldsara és atvitelére.

Napjainkban a digitdlis rendszerek el6retorését és fejlédését misen érzékelteti jobban, hogy nagyon
sok olyan rendszer, amely eredetileg csak analég mddon volt elképzelhet6 és realizdlhatd, mara
szinte kizardlagosan digitalis megvaldsitasban létezik, vagy rohamléptekben alakul 4t és az eredeti
analdg rendszer lassan feledésbe merdil.

A hangrogzités els6 megvaldsitasa egy puha viaszhengerbe karcolt, a hang rezgésének megfelel6
barazda volt. (Edison fonografja) Majd kovetkezett a hasonld elven miikéd6 bakelit lemez, ahol a
bardzddak rezgéseit piezoelektromos, majd magneses elven m(ikdodé ,hangszed6k” alakitottak analdg
elektromos jellé. Az elektronika fejl6désével megjelentek a magneses hangrogziték, a magnetofonok,
ahol el6szor acélhuzalra majd magnesezhet§ anyaggal bevont mdanyag fdlidra rogzitették a
hangjeleket, természetesen ekkor még analdég mdédon. 1983-ban jelent meg a CD lemez (Compact
Disc), az elsé digitdlis hanghordozd, amely a kdznapi felhasznaldsban is elterjedt, és mar digitalis
formdban tarolta a hang informaciot. Ne feledkezziink meg a DAT magnetofonokrdl sem, ahol a
hangot digitalizdlva rogzitették az analég magnetofonok hordozéihoz hasonlé magnesszalagra. Mara
szinte kizardlag a digitalis rogzités és visszajatszas az elterjedt, nem csak a CD lemezek formajaban,
hanem a szdmitdégépeken, mobiltelefonokon, hanglejatszokon elterjedt kiilonb6z6 formatumok
esetében (wav, mp3, flac, stb.) is.

A videdjelek (videdmagng, televizio, stb.) néhany éve még szintén analég moédon keriltek rogzitésre
és sugarzasra. Mdra a digitdlis mUsorrogzités szinte teljesen kiszoritotta a szalagos vided
magnetofonokat a piacrél. A DVD és a Blu-Ray nemcsak kisebb térfogaton képes ugyanannyi
informdcid taroldsara, de min&ségében is tulszarnyalja az analég el6doket. A miholdas és a foldi
m(isorszoras is lassan, egyeduralkodé modon digitalissa valik.

A telefonon tortén6 hangatvitel is néhdny éve csak analég mddon zajlott. Ma a beszélgetések
nagytobbsége digitalis vonalakon folyik, ami egyrészt csokkenti a nagytavolsagu atvitelek esetén
adddd hangmindség romlast, valamint lehetévé teszi egy csatornan egyidejlleg tobb beszélgetés
lefolytatasat (id6-multiplexelt atvitel). Az internet elterjedésével a szolgaltatdk is egyre jobban
kihaszndljak ezt a vilagot behaldzoé rendszert, mivel nem kell (j adatatviteli vonalakat |étesiteni. Az
Internet ma mar orszdgokat, varosokat, s6t az egyes felhasznaldokat is kozvetlenll Gsszekoti
egymassal. Sokszor nem is gondolunk bele, hogy otthoni analdg, vonalas telefonkésziilékekkel
kezdeményezett hivasunk milyen digitdlis csatorndkon jut el a tarcsazott allomas iranyaba. A mobil
kommunikacié esetében is hasonld a helyzet, a régi analdg rendszerek helyett ma kizarélagosan
digitalisakat hasznalnak.
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Analog és digitalis jel

Az analég jel

Analdég jel-egy megengedett tartomanyon belil barmilyen tetsz6leges értéket felvehet. Példaul
mutatds analég mdlszerek, mutatds mérleg nyelve. Olyan jelek, amelyeknek minden fliggetlen
valtozdja folytonos. A folytonos idejl jelek két id6pont kozott végtelen sok értékre vannak definialva,
ezért bdrmely id6pontra felvesznek értéket.

x(t)

. -

0 t

1.1 abra: Folytonos jel

Az analdg jel egy folyamatosan valtozd jel id6 és amplitudd szerint egyarant. Az analdg kifejezést
tobbnyire elektronikus értelemben haszndljak, bar mechanikai, pneumatikus, hidraulikus és mas
rendszerek is haszndlhatnak analdg jeleket. Az analdg jel a kozvetit6 eszkoz valamilyen tulajdonsagat
haszndlja ki a jel informacidtartalmanak tovabbitasahoz. Példaul a barométer mutatdjanak forgasa
révén vagyunk képesek a megfelel6 jelnyomdsra vonatkozd informacidtartalmat megjeleniteni.
Elektronikus értelemben a leginkabb haszndlt tulajdonsdg az, hogy a feszlltségvaltozast szorosan
koveti a frekvencia, az dramerGsség és a toltés megvaltozasa. Tovabba a beszéd atvitelének egyszerd
madja. Az elsé mobiltelefonos hdldzatok is analdgok voltak.

Példak az analdg jelekre a mindennapi életliinkben:
e Rajz, festmény
e Hagyomadanyos eljarassal késziilt fényképek
e Bakelitlemez
A digitalis jel
Olyan jel, amelynek minden fuggetlen valtozdja diszkrét értékd. A diszkrét idejd jelek csak diszkrét

id6pontokra vannak definidlva, ezért mindig csak meghatdrozott id6kdzokben vesznek fel értékeket,
és az id6kozok kozott nem definialtak.
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1.2 3bra: Digitalis jel

A digitdlis jel valamely valtozé jelenségnek, vagy fizikai mennyiségnek diszkrét (nem folytonos),
megszamlalhatéan felaprdzott, s igy szamokkal felirt értékein alapul. A digitalis rendszerek sokkal
inkabb szamokat (leginkdbb binaris szamokat) hasznalnak bevitelhez, feldolgozdshoz, atvitelhez,
tarolashoz, vagy megjelenitéshez, mint az értékek folytonos spektrumat (ez utdbbit ugyanis az analég
rendszerek haszndljak), vagy a nem-numerikus szimbdlumokat, mint a bet(k, vagy ikonok. A digitalis
sz6t leggyakrabban a szamitastechnika és az elektronika teriiletén hasznaljak, kiléndsen azokon a
teriileteken, ahol a valé vilag informacidit konvertdljak at bindris szamokka. llyenek példaul a digitalis
hang és a digitalis fényképezés. A digitalis adat-atvivé jelek az elektronikus, vagy optikai impulzus két
lehetséges értéke kozil az egyiket vehetik fel. A logikai 1 (van impulzus) vagy O (nincs impulzus)
értékeket. Az ilyen rendszerl eszkzoknél gyakran egy "e-" el6tag utal a digitdlis mivoltra, mint az e-
mailnél, vagy az e-kényvnél, bar nem minden elektronikus rendszer digitalis.

Példak a digitalis jelekre a mindennapi életiinkben:

e ClipArt galéria digitalis képei
e Digitdlis fényképez6gép adatcsomagjai
e CD, DVD, HD-DVD, Blu-Ray

Analdg és digitalis rendszerek

Egy szam valamely berendezésben megvaldsitott megjelenési formajat a szdm dbrdzoldsdnak
nevezzik. Ez valamilyen fizikai mennyiséggel valé megfeleltetéssel torténik, altaldban azzal ardnyos
fizikai mennyiség. A szdm nagysagat a legtobb elektronikus berendezésben a villamos fesziiltség
nagysagaval abrazoljuk.

Ha az igy megjelené mennyiség a megengedett legkisebb és legnagyobb érték kozott barmekkora
lehet, akkor analdég szamabrazolasrdl beszéliink. Ha csak kitlintetett, diszkrét értékeket vehet fel, ugy
digitalis az dbrazolas.

Nézziink egy hétkdznapi példat a kett6 kozti kilonbség megértésére! A kereskedelemben tdbbféle
személymérleget vasarolhatunk. Léteznek olyanok, amelyeknél egy szamlap forog, és egy mutatd
segitségével olvashatjuk le a testtdmeget. Vannak olyanok is, amelyek kijelz6jén szamok jelennek
meg, és igy tudhatjuk meg, hany kg a testtomegiink. Ebben az esetben a mérleg fél kg-onként mér,
pontosabban jelez ki.

Mit mutat a mérleg akkor, ha valakinek mondjuk pontosan 76 kg 22 dkg a testtomege? Az elsé analég
kijelzésli mérleg esetében 76 kg 22 dkg-ot mutat a mérleg, a masik esetben 76 kg-ot. Mi a helyzet
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akkor, ha a mérlegen all6 ember kezébe adunk egy 54 dkg tomeg( targyat? A ,mutatds” analdg
mérlegnél 76 kg 76 dkg-ot, a ,,szamos” mérleg esetében 77 kg-ot olvashatunk le.

Mi torténik, ha csak egy 10 dkg-os targyat adunk oda a mérlegen allé6 ember kezébe? A , mutatds”
analog mérlegnél Iatszik a valtozas, 76 kg 32 dkg-ot fog mérni, a ,,szamos”, digitdlis kijelzés(i tovabbra
is 76 kg-ot.

Lathatjuk, hogy a ,mutatds” mérleg tetszéleges kis valtozast megmutat (amennyiben eléggé részletes
és pontos a skalabeosztdsa), a ,szamos”, digitalis mérlegnél csak fél kg-os pontossaggal tudjuk
leolvasni a mért adatot, két megengedett érték kozott nem. Az elsé mérleg analdg rendszer(, hiszen
a megengedett értékhatarok kozott tetszéleges értékeket vehet fel, a masodik digitdlis, mert csak
el6re meghatarozott értékeket mér.

Miért van mégis az, hogy a m(iszaki vildg az analég technikardl egyre tobb téren igyekszik attérni a
digitalis rendszerekre, ha az analdg technikaval — Ggy tlinik — nagyobb mérési pontossag érhetd el?

A magyarazat idedlis és a valds viszonyok kiilonbségében rejlik. A leolvasasi nehézségen tul mindig
jelentkezik két tényez6, ami miatt lassan minden téren attérnek a digitalis berendezésekre. Az egyik
tényezd a zaj és a kiilsé zavard jelek hatdsa, ami minden fizikai folyamatot terhel. A szdm abrazolasi
pontossagat a valdsagban a zaj mindig behatarolja. Ez kiilonb6z6 mddszerekkel csokkenthets, de
nem szlintethet6 meg, raadasul a zajvédelem koltségei és jarulékos ,mellékhatdsai” is problémat
okozhatnak.

A masik tényezd a feldolgozdé berendezések torzitdsa. Mig a zaj véletlenszerl, addig a torzitas
elméletileg prognosztizdlhaté és korrigdlhatd. Azonban ez a korrekcid fligg a hémérséklettdl, a
tapfesziiltség valtozasaitdl és még sok minden mastdl, ezaltal olyan bonyolulttd valik, hogy ismét a
koltség és a suly korlatjaba tUtkoziink.

Hogyan oldja meg ezt a problémat a digitalizdlas? A megengedett legkisebb és legnagyobb
feszlltségszintet egész szamu egyforma tartomanyra osztjuk, és csak a tartomanyok kozepének
megfeleld fesziiltségszintek reprezentdcidjat engedjiik meg. A zaj is és a torzitas is megvaltoztatjak a
jelet, de ha a zavard hatas miatt még nem csuszik at a fesziltség egy masik tartomdanyba, tgy még a
helyes értékként ,, azonosithatd” és helyreallithatd a szintje. (A mérleg esetében, amikor 10 dkg-ot
adtunk a mérlegen allé kezébe, az analdég mérleg megérezte a zavaré korilmény okozta valtozast, a
digitdlis nem.) Az informacié-feldolgozd egységek szerepe a feldolgozason tul a jelszintek
helyredllitasa, vagyis kondiciondl3sa is.

A digitdlis tervezés soran biztositani kell, hogy a zaj ne érje el a tartomdnyszélesség, mdas néven
felbontds értékének a felét, vagyis a kritikus hibat.

Nyilvanvald, hogy a berendezés zavarvédettsége a ,biztonsdgi tartomanyok” szélességével aranyos,
vagyis minél kevesebb részre osztjuk a rendelkezésre 3all6 fesziiltségtartomanyt, tehat csokkentjik a
felbontast, zavarvédelmi szempontbdl annal megbizhatdbb a rendszer. Természetesen a felbontas
csokkentésével az informacid tartalom és pontossag is csokken (példaul csak 5 kg pontossaggal
tudom megmérni a sllyomat a mérlegen). A zavarvédettség és pontossag tekintetében tehat
kompromisszumot kell kdtniink, azaz minden esetben az elvarasoknak megfelel6, de azon tul nem
mutatd rendszereket célszer( tervezni.

Ha ilyen mddon kezeljiik az informaciot, akkor azt megfelel§ m(iszaki feltételek mellett tetsz6legesen
sokszor masolhatjuk és nagy tavolsagra is atvihetjik, a jel sériilése, torzitdsanak megndvekedése
nélkil. Ez viszont az analdg rendszerekhez képest hatalmas el6nyt jelent.
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2. Logikai fuggvények megadasa

A digitdlis technika nyelvén megfogalmazhatd feladatok nagy tobbsége felirhatd logikai dontések
sorozataként. A logikai dontések allitdsokbdl éplilnek fel, a logikai allitasok végeredményét pedig a
bennik foglalt logikai kapcsolatok és a logikai valtozok értékei hatdrozzak meg. A logikai dontések
végeredménye a fliggd valtozd, mint kimeneti érték. A fliggetlen és a fliggd valtozdk kozotti
kapcsolatot a logikai fliggvények irjak le.

A logikai fliggvényeket a kovetkezé mdédokon lehet megadni:

e Szoveges formadban,

e |dé&fliggvény alakjaban,
e Tabldzatos mddon,

e Grafikus médon,

e Algebrai alakban.

A fenti megadasi modok barmelyikéb8l barmelyikbe atirhatd a fliggvény, a megaddsi mddok
kolcsdnosen egyértelmdek.

Logikai feladat megadasa széveges formaban

Ez tulajdonképpen a feladat leirasa elbeszélés alapjan. Nem tomor, nem gyakorlatias. Bar a legtébb
informdciét hordozhatja, mégis ritkan alkalmazzak. Inkabb csak kiegészitésként, vagy a feladat
bizonyos részeinek pontositdsahoz adjak meg. Tovabbi hatranya, hogy nem alkalmas
m(iveletvégzésre és az ebbdl az alakbodl torténd atirds algoritmizalhato a legkevésbé.

Logikai feladat megadasa idofiiggvény alakjaban

Az idéfuggvénnyel torténd felirds legnagyobb el6nye, hogy a bemeneti és kimeneti valtozok pontos
idézitése — egymdshoz vald id6beni elhelyezkedésiik — pontosan [dthatd. Nagyon szemléletes
megadasi mod. Bar a megadas egyértelm(i, de a konkrét feladat kizardlag az id&fiiggvénybdl nem
mindig olvashato ki részletesen.

Logikai feladat megadasa tablazatos modon

Mivel az irdnyitasi feladatokban el6forduld bemeneti és kimeneti valtozok szama és a
megfogalmazott allitdsok szama is véges, a feladatot, a valtozékat tartalmazé tablazat formaban is
megadhatjuk.

A logikai kapcsolatok tabldzatos megaddsdanak mddja az igazsagtablazat. A tablazat oszlopai a logikai
valtozdkat tartalmazzak (fuggetlen valtozdk + fluggé valtozok), a tablazat sorainak szama pedig
megegyezik a fliggetlen valtozék kombindcidnak a szamaval.

Néhany példa egyszer( logikai fliggvények tablazatos megaddsara:

Q=4B Q=A+B Q=4
A|B|Q A A
ojo]o A Bl@Q AlQ
ol1lo o|ofo o1
11010 0|1]1 110
111 1|01

1111
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Osszetettebb fliggvények tablazatos megadasanak mdédja a kdvetkez6:

e Aflggetlen és a fligg6 valtozok szamanak megfelel6en meghatarozzuk a tablazat oszlopainak
szamat.

e A fliggetlen valtozék oszlopaiba beirjuk a flggetlen valtozok 0Osszes lehetséges
kombindcidjanak megfelel§ binaris értékeket.

e A fliggetlen valtozék kombindcidihoz megadjuk a fligg6 valtozok megfelelS értékeit.

Logikai feladat megadasa grafikus médon

A logikai flggvények grafikus Uton torténé megadasa a Veitch-Karnaugh tabldk segitségével
lehetséges. Ezen felirasmdddal és a segitségével torténé fliggvényegyszerlsités lehet&ségével a
kés6bbiekben részletesen foglalkozunk.

Logikai feladat megadasa algebrai alakban

A logikai fuggvények algebrai alakjdban a logikai valtozok és a Boole-algebranak megfelel6 logikai
miveletek szerepelnek. Az igy felirt logikai fiiggvény rendezett ES-VAGY alaku. A logikai mveleti
jelekkel 6sszekapcsolt egységekben az Osszes fliggetlen logikai valtozé szerepel ponalt vagy negdlt
alakban.

Példa az algebrai alakra:

Q = ABC + ABC + ABC + ABC
Logikai figgvények kanonikus alakjai
Ha a logikai fliggvények algebrai Uton tortén6 megadasa sordn definialunk egy olyan alakot,
amelynek tulajdonsagai kizarjak, hogy egy adott logikai fliggvényhez tébb, ilyen tulajdonsagu algebrai
alak tatozzon, akkor ezt az alakot kanonikus vagy normal alaknak nevezzik. A kanonikus alaknak
kétféle tipusa létezik, a diszjunktiv illetve a konjunktiv kanonikus normalalak.

Nézziik elészor a diszjunktiv normal alakot. Egy haromvaltozds logikai fliggvény felirhatd példaul a
kovetkez8 alakban:

F(A,B,C) = ABC + ABC + ABC + ABC
Az igy felirt fliggvényalaknak a kovetkez§ tulajdonsagai vannak:

e Mindegyik szorzat alak egy olyan fliggetlenvaltozé-kombinaciét képvisel, amelyhez tartozd
flggd valtozd, - tedt kimeneti valtozd érték- logikai 1 értékd.
e Mindegyik szorzatban az 6sszes fliggetlen valtozé szerepel ponalt vagy negalt értékével.

A fenti tulajdonsagokbdl kovetkezik, hogy minden teljesen hatdrozott logikai fliggvénynek csak egy
ilyen alakja létezik. A logikai szorzatok egy-egy olyan logikai figgvénynek tekinthet6k, melynek
figgvényértéke csak egy fliggetlen valtozé kombindcié esetén 1. Ezeket a specidlis elemi logikai
figgvényeket mintermeknek nevezziik és

n
m;

maodon jeldlik, ahol n a fluggetlen valtozék szdmat, i a mintermnek megfelel§ fliggetlen valtozd
kombindcidt jel6ld binaris érték decimalis megfelelGje.

Ezek alapjan a fenti fliggvény a kdvetkez6 alakban is felirhato:
F(A,B,C) =m3 +m3 +m3 +m?

A teljesen hatdrozott logikai fliggvény egyértelmlien megadhatd azoknak a szorzatoknak a VAGY
kapcsolataval is, ahol a megfeleld fliggetlenvaltozé-kombindcid esetén a fliggvényérték 0.

Mivel F = 0 esetén F = 1, és az F = 0-hoz tartozd kombinécidk logikai sszegét képezziik, akkor az
F figgvény negaltjanak a diszjunktiv kanonikus alakjat kapjuk. Az el6bbi figgvény esetén, az
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F(A,B,C) = ABC + ABC + ABC + ABC

alakhoz jutunk, amit a flggvény negdltjdnak diszjunktiv kanonikus alakjanak neveziink. A
mintermekre vonatkozé el6bbi jeldlést hasznalva:

F(A,B,C) =m3+m3 +md+m3

Teljesen hatdrozott logikai fliggvények esetén tehat, a fliggvény negdltja azokat a mintermeket
tartalmazza, amelyeket az eredeti fliggvény nem tartalmazott.

Ha képezzik a fliggvény negdltjdnak a negaltjat, akkor a mar megismert Gsszefliggések alapjan
természetesen az eredeti fliggvényt kapjuk vissza. Ha ez mellett még alkalmazzuk a De Morgan
azonossagot, egy masik kanonikus alakot kapunk.

Az el6bbi fuggvénnyel elvégezve a miveletet, a kdvetkez6 alakot kapjuk:

F(A,B,C) =F(A,B,C) =ABC + ABC + ABC + ABC =
=(A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+0C)
Az igy kapott fliggvényalaknak a kovetkezd tulajdonsagai vannak:

e logikai 0Osszegek szorzatai szerepelnek benne. Mindegyik 0Osszeg alak egy olyan
fliggetlenvaltozd-kombinaciot képvisel, amelyhez tartozé fliggd valtozd, - teat kimeneti
valtozo érték- logikai O érték.

e Mindegyik 0sszegben az Osszes fliggetlen valtozd szerepel pondlt vagy negalt értékével. Az
Osszegekben a 0 értékd logikai valtozdk pondlt, az 1 értékd valtozék negalt alakban
szerepelnek.

A fenti két tulajdonsagokbdl kovetkezik, hogy minden teljesen hatarozott logikai fliggvénynek csak
egy ilyen alakja létezik. Az igy kapott kanonikus alakot konjunktiv kanonikus alaknak nevezziik. A
logikai Osszegek egy-egy olyan logikai figgvénynek tekintheték, melynek fliggvényértéke csak egy
flggetlen valtozd kombindcid esetén 0. Ezeket a specidlis elemi logikai fliggvényeket maxtermeknek

nevezzik és
M

L

madon jeldlik, ahol n a flggetlen vdltozék szamat, i a maxtermnek megfelel§ fliggetlen valtozd
kombindcidt jel6l6 binaris érték decimalis megfelelGje. Az i index képzésénél is a ponalt valtozdknak
1, a negalt valtozéknak O értéket tulajdonitunk. Ez megallapoddason alapul.

Ezek alapjan a fenti fliggvény konjunktiv kanonikus alakja kdvetkezé mddon is felirhato:
F(A,B,C) = M3 + MZ + M3 + M§

A fluggvények megaddsi maédjat tovabb is egyszerUsithetjik oly médon, hogy megadjuk a fliggvény
alakot (minterm, vagy maxterm), a fliggvényben szerepld valtozdk szamat, és a fuggvényben szereplé
teremek sorszamait.

Diszjunktiv alak esetében a logikai 6sszegzést X-val, konjunktiv alak esetében a logikai szorzast Il-vel
jeloljuk. A jelolések folé irjuk a valtozok szamat.

A fliggvényekben szerepel§ termek sorszamat a szimbdlumot kovetd zardjelek kdzott soroljuk fel
vessz@vel elvdlasztva.
Az elvi logikai rajz vagy logikai vazlat

A logikai funkcidkat az aramkoérok megvaldsitasi modjahoz kozel allo szimbdlumokkal is szoktdk
jeldlni. Ez a megoldas nagyban segiti az dramkorok tervezését és megvaldsitasat. Tobbféle
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szabvanyos rajzjelolés is elterjedt az utdébbi id6ben. Mi a hazdnkban és Eurdpaban érvényes
jeldlésmaodot hasznaljuk, melyet néhany egyszer(i szempont szerint az aldbbiakkal jellemezhetiink:

e Alogikai szimbdlumok jel6lésére négyszoget hasznalnak.

e A négyszog belsejébe irjak a logikai funkcidra utald jelolést.

e Afliggetlen valtozokat (bemenetek) jel6lS csatlakozasok a keret bal oldaldhoz illeszkednek.
e Afligg6 valtozdkat (kimenetek) jelol6 csatlakozasok a keret jobb oldaldhoz illeszkednek.

Egyvaltozés logikai fiiggvények

Igazsagtablazat Nemzetkozi szabvanyjeldlés Magyar szabvanyjelolés
s be | ki
Jelmdsold ‘ ‘
' - Ki— — 1 —ki—
buffer 0 0 be— be—
1 1
s be | ki
Negalas, 5 T2 —be— ki —be— 1 [>ki—
inverter
1

Tobbvaltozos logikai fiiggvények

Igazsagtablazat Nemzetkozi szabvanyjeldlés Magyar szabvanyjel6lés
A | B | ki
ES kapcsolat 0/0160 —A— ki —A— & ki—
(AND) 01160 —B— —B—
1(0]0
1 1 1
A | B | ki
VAGY olo]o —A . —A—
kapcsolat ol 111 B ki— B 1 —ki—
(OR) 1 o1
1 1 1

A | B Ki
Antivalencia olol o — —A—
kapcsolat o1 1 . jD— — B -1 ki—
(XOR) 1 ol 1

1 1 0

) A | B Ki

NEM-ES olol 1 —A— —A— ]
kapcsolat ol 111 _B_}ki— B &  [O-ki-
(NAND) 1101

1 1 0
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Igazsagtablazat Nemzetkozi szabvanyjeldlés Magyar szabvanyjel6lés

A | B Ki
NEM-VAGY ol o 1 —A _A
kapcsolat ol11lo0 B ki— B 1 [O-ki-
(NOR) 1 lolo

1 1 0

A | B Ki
Ekvivalencia olol 1 —A —A—
kapcsolat ol11lo0 5 ki— B = [>ki-
(NXOR) 110l o

1 1 1

Szemléltet6 példak: (fliggvények realizalasa):

2D D) Dewe
D

B
D

100

B

Szemléltet6 példa: (fiiggvény kétszintl realizacidja):

F(A,B,C) = ABC + ABC + ABC + ABC =
=AB(C+C)+AC(B+B) = AB + AC
1 1




| |
| |
| |
| |
| |
A | |
i }
| |
| |
! ! iy
B ] | F(AB.C etz
1 ! realizacio.
! ! Az inverter szint
C \ i i nem szamit kiilon
‘ ! L ! szintnek.
| |
| |
! !
N\ N U J
~ ~" ~
Inverter szint ,ES kapcsolatok LVAGY
szintje kapcsolatok
a mintermeknél. szintje.
A maxtermeknél Maxterm esetén
LVAGY kapcsolat” ,ES szint”
szintje.

Szemléltet6 példa (2-bemenetl kapukbdl 4-bemenet( készitése):

A

B
A+B+C+D

Logikai fiiggvények grafikus abrazolasa, Veitch-Karnaugh diagram
A grafikus dbrazolashoz hasznalt Karnaugh-Veitch diagram (KV tabla) tulajdonképpen egy specialis
esete az igazsagtablanak. A diagram lehet sikbeli, vagy tobb valtozé esetén térbeli geometriai alakzat.
A tadblazat négyzet alaku elemi cellakat tartalmaz.

A tablazatnak annyi celldja van ahdny flggetlen valtozd kombindcid lehetséges adott szamu fliggetlen
valtozd esetén. Tehdat a celldk szédma = 2", ahol n a fliggetlen véltozok szdma. A tablazat tehat
2,4,8,16,32 vagy 64 elemi cellat tartalmaz. 2 illetve 4 cella esetén ritkan alkalmazzuk, a kevés
flggetlen valtozd miatt nem indokolt az ilyen mddon végzett egyszer(sités, bar szemléltetésre ekkor
is alkalmas. 6 valtozé felett viszont mar a térbeli tablazat sem hasznalhaté.

Az aldbbi dbra egy haromvaltozés Karnaugh tablazatot mutat a szokdsos jelolésekkel.
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BC B
A 00 01 11 10

0| Yo Y; Y3 Y,

Alll Yy Ys Yy Ys

A tablazatnak 8 celldja van, ezek két sorban és négy oszlopban helyezkednek el, de a sorok és
oszlopok elhelyezése meg is cserél6dhet. A tdblazat celldinak jobb alsé sarkdban kis indexek
taldlhatoak. Ezek az elemi cella altal ,lefedett” minterm vagy maxterm binaris indexének decimalis
megfelel8i. A tablazat szélein az un. peremezés taladlhato. Ez segit beazonositani a cellak altal lefedett
logikai valtozét. Lathato, hogy a peremre irt logikai valtozo jele azokat a cellakat ,takarja”, amelyek
bindris indexében az adott valtozé ponalt értékkel szerepel.

A fenti dbran a haromvaltozds tabla egy lehetséges kitoltése és a hozza tartozd peremezés lathatd. (A
a legnagyobb helyiértéki valtozo).

A fenti szabalyok alapjan lehetséges a tdblazat mas kitoltése is. A kovetkez6 abran egy masik
haromvaltozds tabla elrendezése lathaté.

AB A
C 00 01 11 10

0| Yo Y, Ys Y4

Cl1 Y, Y3 Y7 Ys

Négy valtozo esetén a tablazat 16 elemi cellat tartalmaz. Az el6bbi meggondolasok alapjan a tablazat
egy lehetséges kitoltési formaja a kdvetkez6:

CD
AB 00 01 11 10

00| Yo Y, Ys Y>

01 Ys4 | Y5 | Y7 | Ys

11| Y2 Y3 Y15 Y14

101 v, Yo | Yuu | Yo

D

A példdk alapjan lathatd, hogy a tablazatok ugy kell elképzelni, mint a logikai valtozék halmazat
abrazol¢ teriiletet, amit mindig két térfélre osztunk. Az egyik félben az adott fliggetlen valtozd ponalt
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vagy igaz értékei, a masikban a negalt vagy hamis értékei talalhatok. A tablazat megfeleld kitoltésével
elérhet6, hogy egyszerre tobb logikai valtozdra is teljesiiljon ez a feltétel.

Ot logikai valtozé esetén mar kissé bonyolultabb a helyzet. A logikai valtozdkat tartalmazé tablazat
mar nem bdvitheté az eddigi mdédon ugy, hogy ne veszitsik el a tdblazatos abrazolds legnagyobb
elényét a szemléletességet.

Ezért az 6todik valtozé abrdzoldsdhoz egy Ujabb tablazatot készitlink az alabbi mdédon. A két tablat
tulajdonképpen egymds mogott kell elképzelniink, hogy a kés6bbiekben ismertetendé
szomszédossagi feltételek egyértelmiibben kivehet6ek legyenek.

Példa: (5 valtozos fliggvény Veitch-Karnaugh tablaja):

M E=0 C S C

AB 00 o1 11 10 AB 00 o1 11 10
00| Yo Y, Ys Y4 oo| Y Ys Y+ Y5
01/ Yg | Yo | Ya | Y12 01] Yo | Y11 | Yi5 | Y13

B B
11 You | Yoo | Y30 | Yos 11 Yo5 | Yo7 | Y31 | Yoo
A A
0 Y | Yis | Yoo | Yoo 01 Y7 | Yo | Y3 | Yoo
D D

Otvaltozds Veitch-Karnaugh tabla sikjai egymas mellé helyezve, egy masféle valtozokiosztas szerint.
Ebben az elrendezésben nehezebben ismerhet6k fel a termek kozotti kapesolatok.

D
CcD C

AB 00 o1 11 10 00 o1 11 10

00 Yo Y1 Y3 Y2 Y6 Y7 Y5 Y4

01 Yg Y9 Y7 Y11 Y14 Y15 Y13 Y12

11 Yoq | Y5 | Yo7 | Y26 | Y30 | Y31 | Y29 | Y28

0 Y | Yiz | Yo | Yis | Yoo | Ya3 | Yo | Yoo

E E

Hat valtozé esetén a tablazatunk egy térbeli kockava bdvil. Ezen belll mar a szemléletesség és a
szomszédossagi viszonyok tisztazasa is nagy gyakorlatot igényel.

Példa: n=6 valtozd (A,B,C,D,E,F) valtozd esetén a Karnaugh tabla, egy kocka lenne. (Az aldbbi abra
jelolések nélkiil.)
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Lehetséges a n=6 valtozé (A,B,C,D,E,F) esetén még a sikbeli abrazolas is, de ekkor mar az abrazolasi
mad el6nyei egyre nehezebben aknazhatdk ki.

CBA

FED
000 001 011 010 100 101 111 110

000

001

011

010

100

101

111

110

A példakbdl [athatd, hogy a grafikus abrdzoldst és a flggvényegyszerlsitést maximum 6 valtozdig
lehetséges elvégezni, de mar hat valtozd esetén is komoly feladat lenne.
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3. Logikai aramkorok TTL-CMOS rendszerek

Logikai aramkérrendszerek

DDL didda-diéda logika

Logikai miveletek realizaldsdra haszndlt, diéddkat és munkaellenallast tartalmazé kapuaramkor. A
diodas kapcsoldk idedlistdl eltéré tulajdonsdga miatt a kapuk kimenetén megjelené logikai
feszlltségszintek a névlegest8l eltérnek. A jelszint és jelalak torzuldas miatt diddds logikabdl két
fokozatnal tobbet nem kapcsolnak egymds utan. A jelszint torzuldsok példaul inverterek, segitségével
regeneralhatdok. F6ként ezen hatrdnya miatt ma mdar nem alkalmazzak integralt aramkordkben.

Vce

Inl

D1 o [ e e
Inl
.Hﬁ—?—. QOut Out

In2 ® < D2

D2

A !

3.1 dbra: Diédas logikai ES, valamint diédas logikai VAGY kapu rajza

DTL diéda-tranzisztor logika

Az aramkori megoldds Iényege, hogy a logikai mivelet végzését tovabbra is a diddas logika végzi,
azonban a jelszint csokkenést egy tranzisztoros inverter segitségével helyredllitjuk. A beépitett
felhuzo- és lehuzdéellenadllasok a munkapont beallitasat segitik.

Integralt aramkor formajdban ezt a megoldast sem hasznaljak mar, azonban gyakran kell olyan logikai
kapcsolatot Iétrehozni, ahol célszer(i két diddat beépiteni egy Gjabb integrdlt dramkor beforrasztasa
helyett, ezért érdemes néhany szét ejteni réla.

ﬁ R1 R2

In1 D1 out
— Ko
R3
in2 ® T1
D2
R4

3.2 abra: DTL diéda-tranzisztor logikai kapcsolas

TTL tranzisztor-tranzisztor logika

Az elektronikdban a mai napig igen kedvelt és gyartott logikai d4ramkortechnoldgia.
Gyartastechnoldgidja egyszer(, olcsé. Az el6z6 megolddasokhoz képest itt a logikai mlvelet végzését is
tranzisztoros kapcsolassal oldjak meg. Az ugynevezett multiemitteres bemeneti fokozat (V1) a
kapcsolastechnikdjanak koszonhetéen elGallitia a kimenetén a logikai értéket. Az ezt kovetd
fokozatok csak jelszintillesztést és végerGsit6 funkcidt latnak el. Hatranya, hogy a preciz miikédéshez
sziikséges munkapont csak egyetlen tapfesziiltség érték esetén garantalt, ezért a TTL aramkorok +5V
5% tapfeszultségrél mikodtethet8k. A TTL aramkorok 74xxx vagy 54xxx tipusjeldléssel keriltek
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forgalomba. Ezen belil kiilonb6z6 altipusokat fejlesztettek ki az dramkoércsalad egyes
tulajdonsagainak tovabbi javitdsa céljabdl.

| = dllands

Rc Re

J Out

Ube

a) b) c)

3.3 4bra: Bipolaris tranzisztor kapcsoléiizeme
a) elvi rajz b) helyettesit6 kapcsolas c) Bipolaris tranzisztor kimeneti jelleggérbéi

A bipolaris tranzisztor mikodéséhez negativ és pozitiv toltéshordozdékra egyarant sziikség van, NPN
vagy PNP tipusu lehet. A bipolaris tranzisztor a logikai aramkordkben foldelt emitter(
alapkapcsolasban, mint kétallapotu kapcsoléelem mikodik. A tranzisztor telitett, és lezart dllapota
megfelel egy bekapcsolt, illetve kinyitott kapcsoldnak. Az R, kollektor ellenallds munkaegyenese a
tranzisztor kimeneti jelleggorbéibdl kimetszi a telitett, illetve a lezart allapotnak megfelel6
munkapontokat. A telitett tranzisztor kollektordn egy kis maradék fesz Iép fel. U, sohasem lehet
pontosan 0OV, hanem annal egy kicsit pozitivabb. A nagyobb fesziiltség szint Uy sosem éri el Uy
tapfesziiltség értékét.

LS altipus

Kozvetlenil az elsé TTL IC-k kifejlesztése utan megjelent az LS széria. Példaul: 74LS47. Az LS a ,low
power shottky” kifejezés roviditése, amely technoldgiailag annyit jelent, hogy egy shottky diédat
épitettek a bazis és a kollektor kdzé az un. Miller kapacitds hatdsanak csokkentése érdekében. Ezaltal
kisebb aramokkal hajtva a logikai kaput kdzel ugyanazt a sebességet érték el.

F altipus
Ennek a megoldasnak pontosan az ellentétével gyorsitottak az F sorozat m(kodési sebességén,
példdul 74F93, amelynél megndvelve az dramkor fogyasztasat gyorsitottak a kapu miikodésén.

AC és ACT altipus

Advanced CMOS TTL input kompatibilis. Igen gyors logikai kapuk, de mar nem a hagyomanyos TTL
aramkori technolégiaval késziilnek. Az alkalmazott kapcsolastechnika CMOS aramkorokre éptl (lasd
késGbb), de TTL kompatibilis bemeng jelszinteket fogadnak.

HC és HCT altipus

A legfrissebb tagja a 74xxx integrdlt daramkoroknek, azonban ez a széria sem TTL, hanem CMOS
technologiaval készilt. A HC tipikusan 2-6 (max 7) voltos tapfesziiltséggel m(ikodik, a HCT-nél a T utal
a ,, TTL kompatibilis” szora, amely azt jelenti, hogy 4,75 - 5,25 V kozotti logikara lett optimalizalva, itt
gyorsabb m(ikédésd, mint a HC csalad.

ECL Emitter csatolasu logika

Egy logika aramkor terjedési-késleltetési ideje jelent6sen lecsokken, ha a tranzisztorok telitéses
Uzemmodjat kikliszoboljik. Az ECL dramkords logikai hdldzatokban nincs sziikség inverterre. Ugyanis
az ECL, kapuk két komplemens kimenettel rendelkeznek. Valamennyi bipolaris dramkoércsalad kozil
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az ECL kapcsolasok kapukésleltetési ideje a legkisebb. M(ikddési sebességiiket tekintve még a
Schottky-TTL kapcsolasoknal is gyorsabbak.

B

3.4 abra: ECL logikai VAGY kapu felépitése

TTL kapuaramkorok karakterisztikaja

U ]
& 1
BN

&y %ﬁ 5

& 11

I s
I S R
i 8§ ¥ 4 =

3.5 abra: Egy hagyomanyos TTL ES alap kapuaramkoér és transzfer karakterisztikaja.

Az I. szakaszban, amikor a bemeneti fesziiltség alacsony, a kimenet fesziiltsége kb. 3,6 V, ez a TTL
magas logikai szintnek felel meg, ami Ugy adddik ki, hogy az 5V-os tdpfesziiltségbdl levonddik a

végfokozat tranzisztoranak bazis-emitter fesziiltsége és egy diddanak a nyitéfesziiltsége (mindketté
kb. 0,7 V).

A |l. szakaszban a V2 tranzisztor mar vezet, de V4 még lezart allapotban van. A kimend fesziiltség
fokozatosan csokken.

A lll. szakaszban V4 is vezet. Az eszkoz ilyenkor dgy m(ikddik, mint egy elleniitem( kimenettel ellatott
erésit6. A nagy er6sités miatt, a kimeneti fesziiltség meredeken csokken. Ez a pont kb. U=1.4V
bemeneti fesziltségnél kovetkezik be. Koriilbelil itt van a TTL alapkapu komparalasi szintje (ahol a
bemeneti és a kimeneti fesziiltség megegyezik egymassal).

Fontos megjegyezni, hogy mas altipusok esetén a komparaldsi fesziiltség eltérhet, példaul Schottky
diddas kapcsoldsok esetén kicsit alacsonyabb. Az alacsonyabb kompardlasi fesziiltség nem kedvez a
zavarvédelem szempontjabdl, viszont a Schottky didédds kapuknak sokkal meredekebb a
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karakterisztikdja (a |l.-es szakasz révidebb vagy hianyzik), ami viszont kedvezébb az aramkor
m(ikddése szempontjabol.

A IV. szakaszban V3 zart (az Uzembiztos lezarasban segit a D3 didda), V2 és V4 telitésben van. A
kimeneti fesziiltség kb. 0,2 V-ra csdkken. Ez felel meg a TTL alacsony logikai szint fesziiltségének.

CMOS logikai aramkorok

A MOS tranzisztorok feliiletigénye szembet(in6en kisebb, mint egy bipoldris tranzisztoré. MOS
aramkoroknek jelent8sen kisebb a teljesitményfelvétele is. A CMOS a komplementer technoldgiara
utal, ami annyit jelent, hogy N és P csatornds félvezet8ket is hasznalnak az dramkdorok kialakitasanal.

I b .
DI UGS=éIITEIu
Rc l e
o—eo Out I
D i
G — | \
[
5 ! U M
Ube J _Gé. f:.
I 1 U~y Ups
a) b)

3.6 dbra: MOS tranzisztor kapcsoléiizeme
a.) Elvi rajz b.) N6vekményes MOS tranzisztor jelleggorbéi

Az integralt logikai dramkorokben a MOS térvezérlésl tranzisztort alkalmazzak. A gate egyendramu
bemeneti ellendlldsa kb. 10'*Q, amely azt jelenti, hogy a MOS tranzisztor idedlis fesziiltségvezérelt
elemként viselkedik. A bipolaris tranzisztorhoz hasonléan hasznalhaté kétallapotu kapcsold
uzemmaddban is.

Hatalmas elénye ennek a gydrtdstechnoldgianak, hogy 0 Hz-en koézel nulla az dramfelvétele, a
frekvencia novelésével az dramfelvétele egy hatdrig kozel linearisan nodvekszik, ugyanis az
atkapcsolasokkor rovid idére "Gsszenyitnak" a MOSFET-ek, tovdbba a jelvdltds sordn a mindenhol
jelen levé szért (parazita) kapacitasokat is fel kell tolteni, illetve ki kell sttni.

A MOS aramkorok nem statikus allapotban mérhet6 fogyasztasa tehat két részbdl tevédik dssze:

e Egymasba vezetés — A bemendjel felfutasanak egy szakaszaban mindkét tranzisztor egyszerre
vezet,

e Toltés-pumpdlas — Jelvaltasokkor a kimeneten |év6 terhelést 1-re valtaskor a ,p
tranzisztoron keresztil tdpfesziiltségre toltjik, majd 0O-ra valtaskor az ,n” tranzisztoron
keresztil kisttjik.

”

Az 500 MHz alatti Uzemi frekvenciaju digitalis aramkérék majdnem 100%-a erre a technoldgiara épul.

MOS inverter bemeneti és kimeneti jelalakjai és a jelszint valtasakor fellép6 aramcsucsok. Az
aramcsucsok a kimeneti fokozat tranzisztorainak egymadsba nyitdsabdl adddnak.
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Aram Ube Uki

0
1d6 (ns) 10 0 0 40

3.7 dbra: MOS inverter kapcsol6 lizemének jelalakjai
CMOS dramkorok elényei:

e Alogikai szintek egyértelmlek, UH = UDD, UL =0V
e Astatikus aramfelvétel =0 mA

e Azonos fel-és lekapcsolasi id6k

e  Gyors m(ikddés

e Széles tapfesziltség tartomany (Ut = 3V-18V)

Egy egyszer( felépitési CMOS inverter dramkor rajza lathatd a kovetkez6 dbran.

e Vcc

|_
I
——  P-channel

o—O J—Q Out
In

N-channel
=

3.8 dbra: CMOS inverter aramkoér rajza

A bemeneti fesziiltség hatdsdra hol a felsd, hol az alsé tranzisztor keril vezetés allapotba, ezzel
kapcsolgatva a kimeneti jelszintet.

Alacsony bemeneti fesziltségszintnél az alsé N-csatornds tranzisztor lezart allapotban van, és a P-
csatornas tranzisztor vezet. Ezdltal a kimenet a Vpp tapfesziltségre van kapcsolva. Ha a kimenetet egy
kovetkez6 MOS aramkor gate-elektréddja terheli le, akkor elhanyagolhatdan kis veszteségi aram
folyik a tapegységbdl a kimenet felé, valamint a fold felé.
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Abban az esetben, ha a bemeneti jel megkozelitéleg Vpp értékli, akkor az N csatornds tranzisztor
vezet, és a P-csatornds lezart. A kimeneti fesziiltségszint OV. Jelent8sebb aramfelvétel csak akkor [ép
fel, amikor a kapu az egyik allapotabdl a mdsikba kapcsol at.

) ® ®
J Vece J Vcce J Vcce

~ ~

A+B
q

]
<
L 5 Ej

a) b} c

3.9 dbra: Kizarélag N-csatornds félvezetSkbdl felépiilS logikai alapkapu aramkorok
a) inverter b) NEM-ES kapu c) NEM-VAGY kapu

Az N-csatornads tranzisztorok mikodésében résztvevé negativ toltéshordozdk (elektronok)
mozgékonysaga majdnem haromszor nagyobb, mint a P-csatornas tranzisztorok pozitiv
toltéshordozdinak (lyukak) mozgékonysaga. Egy azonos meredekség(i N-csatornas MOS tranzisztor
fellletigénye korilbelil fele egy P-csatornasénak. Ezaltal kisebb a gate-kapacitasa is, ami az N-MOS
aramkorok nagyobb mikodési sebességét eredményezi. Az N-MOS kapuk kizardlag aktiv elemeket
tartalmaznak. A NEM-ES kapu kimenetén csak akkor jelenik meg logikai ‘0’, ha a mindkét bemeneti
tranzisztor logikai ‘1’ értékld bemendjelet kap. A NEM-VAGY kapu kimenetén logikai ‘1’ érték csak
akkor jelenik meg, ha mindkét bemenete logikai ‘0’ érték{i bemendjelet kap.

A MOS kapu egyendramu bemeneti ellendllasa nagyon nagy értékd. A gate lgy viselkedik, mint egy
kis szivargasi arammal rendelkez6 kapacitas fegyverzete.

Uki , Hatarozatlan

+Ut —_tartomany

Ube

+Ut
3.10 abra: CMOS inverter transzfer karakterisztikaja

A CMOS aramkorok transzfer karakterisztikajanak kozépsé szakasza nagyon meredek, ez a CMOS
inverter jellegzetes el6nye.
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4. Logikai aramkorok fizikai jellemzéi

A kovetkez6 tablazatban kiilonb6z6 logikai dramkoérrendszerek jellemz6 tulajdonsagait hasonlitottuk
Ossze. Lathatd, hogy teljesitményfelvétel szempontjabdl a CMOS dramkorcsalddok tulajdonsagai a
legkedvez6bbek, viszont itt a legnagyobb a jelkésleltetés mértéke. Bar az ECL logika ma mar nem
elterjedt, itt taldlkozhatunk a legnagyobb miikodési sebességgel, aminek ara a viszonylag magas
fogyasztas.

Kimeneti fesziiltség tekintetében a TTL aramkorrendszerek fesziiltségei mutatjdk a legnagyobb
szérast. A CMOS technoldgia nagy el6nye, hogy kimeneti fesziltségszintjeik gyakorlatilag
megegyeznek a tapfesziiltség értékekkel.

4.1 tablazat: Logikai aramkoérrendszerek jellemz6 tulajdonsagai

Teljesitmény/kapu | Id6késleltetés Lo level Hi level
(mW) (ns) (V) (V)
TTL 40 20 0-0,7 2,5-5
LS 10 40 0-0,7 2,5-5
CMOS 0,1 50 0-0,1 +Ut
ECL 50 5 -1,8--16 |-1-+0,2

Logikai aramkorék dinamikus jellemzoi

Felfutasi és lefutasi id6

A kimeneten megjelend jelvaltozasi sebesség nem végtelen. A 0 - 1 illetve az 1 - 0 atmenetek
jellemzéi a felfutdsi és lefutdsi idék (az angol terminoldgidban t s €s tr.). A valtozas kezdeténél és
végénél megjelend aprdé hulldmok miatt a mérésiiket az L és H szintek kozotti fesziltségkiilonbség
10%-a és 90%-a kozott végezzik.

90% / \

10% \

T felfutasi T lefutasi

4.1 abra: Jelalak: felfutasi és lefutasi id6

Késleltetési, vagy terjedési id6

Egy adott logikai feladat elvégzéséhez mindig bizonyos id6re van sziksége az dramkoérnek, ezért a
bemeneti jel valtozasat csak kissé késve koveti a kimeneti jel esetleges valtozasa. Ennek mérészama a
késleltetési vagy terjedési idé (angolul propagation delay). Mérését az alabbi dbra szerint végezzik. A
késleltetési id6 nagysagat a kimenetre kapcsolt impedancia (f6ként kapacitas) is befolyasolja.

29



50% Ube

50% Uki

TpH->L TpL->H
4.2 abra: Késleltetési, vagy jelterjedési id6

Terhelhetdség (kimeneti), Fan-out

Minden logikai dramkdrcsalad esetén meg van adva, hogy egy logikai elem kimenetére legfeljebb
hany masik logikai kapu bemenete csatlakoztathaté (Fan-out). Ezt a kimenetek altal leadni képes
illetve a bemeneteken felvett dramok nagysdgdnak aranya hatarozza meg. A TTL aramkor csalad
aramkorei példaul a kovetkez aramértékeket képesek eldallitani a kimenetiikon az L és H szinteken:

Ixitmax = 16mA
IkiHmax = 0.4mA

mig a megfelel§ miikodésikhoz sziikséges bemeneti dramok:

Iper, = 1.6mMmA
Inen = 40uA
Ezek alapjan az egy kimenetre kdthet6 bemenetek maximalis szama L és H szinten:
L:
Fan-out; = Mimax _ 190
IbeL
L.:
Fan-outy = kHmaX _ 1
IbeH

Az eredé terhelhetGség a kettd kozil a kisebbik érték (ebben az esetben ez a két szam megegyezik):
Fan-out = 10

A terhelhet8ség novelése az ugyanolyan logikai tipusi aramkorok parhuzamos kapcsoldsaval is
megoldhaté.

Egység-terhelés (bemeneti), Fan-in

Az dramkorcsaladban el6fordulhatnak a csaldad tobbi tagjatdl eltéré bemeneti dramu elemek is. Az
egység-terhelés azt adja meg, hogy az adott elem bemeneti dramfelvétele hanyszorosa a csalad tobbi
tagjanadl érvényes dramfelvételnek. Ha példaul a csalddra jellemz6 fan-out 10, am egy adott elem fan-
in-je 2, ebbdl az elembdl maximalisan csak 6tot lehet egyetlen kimenetre kotni.
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Egyéb jellemzdk
A logikai aramkoroknek még sok olyan jellemz&je van, amelyeket a tervezésnél figyelembe kell venni.
Most a legfontosabbakat soroljuk fol:

e Disszipdcio (teljesitményfelvétel). az a teljesitmény, amely hévé alakul, ha a logikai aramkort
50% kitoltésl tényezdjli drajellel kapcsolgatjuk. A disszipacidé bizonyos daramkor tipusoknal
frekvenciafiigg6.

e JOsdgi tényezd: az atlagos késleltetési id6 és a disszipacio szorzata. Két logikai aramkor kozil
az a jobb, amelyik ugyanolyan teljesitményfelvétel mellett gyorsabb, illetve azonos
sebességnél kevesebb energiat fogyaszt: tehat kisebb a josagi tényezdje.

e A megengedett legnagyobb és legkisebb be — és kimeneti fesziiltségszintek, tdpfesziiltség
értékek.

e Tdpfesziiltség-tolerancia: a tapfesziiltség legnagyobb megengedhetd ingadozdsa szdzalékban
vagy feszlltségértékben kifejezve.

e A normalis m(ikodéshez elSirt h6mérsékleti tartomdny.

e Tokozds: A labak furatba illeszthet6k, vagy feliiletre forraszthatdk-e, a tok mlanyag, esetleg
h6alld keramia, stb.

A TTL és CMOS elemcsaladok 6sszehasonlitasa

A logikai aramkorok két leggyakrabban hasznalt tipusa a bipolaris tranzisztorokbdl felépulé TTL és a
térvezérlési tranzisztorokbdl allé CMOS csalad. Mindkét csalad kiilonb6z86 tokozasokban kaphatd,
amelyek disszipacidja és késleltetési ideje eltérd. Lassuk, mely paraméterek szélnak az egyik illetve a
masik alkalmazasa mellett!

A TTL aramkorok el6nye viszonylagos gyorsasaga. Késleltetési idejik kapudaramkdronként 10ns korili
standard kivitelben, de léteznek 1-2ns terjedési idejl valtozatok is. Teljesitményfelvételiik tipustdl
fligg6en néhany mW-tdl néhany 10mW-ig (standard) terjed. Stabil fesziltségforrasra van szikségiik:
az altalanos célra gyartott darabok tapfesziltség igénye 5V+5%, a katonai kivitellieké 5V+10%.

A CMOS aramkorok lassabb mikodéstiek a TTL-eknél: a késleltetési idé standard tipusoknal 100ns
korili, ami 10ns kozeli értékekre csokkentheté (High Speed kivitel). F6 elénylk az alacsony
teljesitményfelvétel: mivel a térvezérlésl tranzisztorok bemeneti ellendlldsa igen nagy, a CMOS
aramkorok nyugalmi allapotban gyakorlatilag nem fogyasztanak energiat (maximum néhany pWw-ot).
Emiatt elemes taplalasi eszkézokben (digitalis orak, szamoldgépek, tavvezérldk, stb.) hasznaljuk
G6ket. Tényleges teljesitményfelvétel a logikai atkapcsolaskor torténik, ezért a disszipacio
teljesitményfiiggs. Jellemz8 értéke 1uW/KHz korili érték. Ez kb. 1 MHz feletti frekvencian
meghaladja a TTL aramkoérok teljesitményfelvételét, igy ebben a tartomdnyban mar nem
rendelkeznek az el6bb emlitett el6nnyel. A CMOS technoldgia mdsik nagy el6nye a széles
tapfesziltség-tartomany, amely a TTL daramkorokhoz sziikséges 5V-al szemben 3-tdl 18V-ig (!) terjed.
Ez egy masik érv ahhoz, hogy teleppel m(kod6 eszkdzok tervezésénél elsGsorban a CMOS
technolégiara gondoljunk.

E két elemcsaldad mellett természetesen még szamtalan kilénb6z6 logikai dramkortipussal
taldlkozhatunk. A digitalis technika szédiletes iramu térnyerésének az alkatrész-technoldégia rohamos
fejl6dése adja az alapjat.

Specialis kimeneti kapcsolatok TTL aramkoroknél

Logikai rendszerek tervezésénél sokszor el6fordul, hogy nagyon sok kimenetet kell egyetlen ES,
esetleg VAGY kapu bemeneteire kotni. llyenkor rengeteg vezetéket kell egymassal parhuzamosan egy
kicsiny terliletre vezetni, ami jelent6sen bonyolitja az dramkor tervezését, de a nagyszamu
bemenettel rendelkez6 kapuk kialakitdsa is gondot okoz. Szerencsére a TTL aramkoércsaladok két
olyan megoldast is kindlnak, amellyel kikliszobdlhet6k ezek a problémak:
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Nyitott kollektoros és haromallapoti TTL aramkorok

A nyitott kollektoros kimenet esetében a kapu kimeneti felhizd ellendlldasdnak és szintilleszté
diédajanak elhagyasaval, nyitott kollektoros (Open Collector) kimeneti kapcsoldashoz jutunk.
M(kddése hasonld a szabvanyos TTL kapuéhoz. Ennél az dramkdrnél csak akkor kaphatunk logikai H
szintet a kimeneten, ha beiktatunk egy kiils6 felhizé ellendllast a tap és a kimenet kozé. Tobb nyitott
kollektoros kapu 6sszekapcsoldsaval tgynevezett huzalozott VAGY, illetve huzalozott ES kapcsolatot
alakithato ki. A ,huzalozott” elnevezés arra utal, hogy a kapuk kimeneteit vezetékkel 6sszekotjik és a
kozos pontot ellenallas kdzbeiktatasaval tapfesziiltségre kotjuk.

3 allapotu kimenet, ahol lehet6ség van a kimeneti meghajtd fokozat levalasztasara ugy, hogy a
kimenet nagy impedancias allapotba keriil. Egy E engedélyezé/tiltd bemenet logikai aktiv (pl. logikai
1’) értékl jelet kap, addig az aramkor kozonséges TTL kapuként mikodik, ha inaktivva valik az
engedélyez6 bemenet, akkor harmadik allapotba kapcsolja a kapu kimenetét, vagyis a kimenet sem
alacsony, sem magas logikai szintet nem ad ki. Ebben az esetben a vele parhuzamosan kapcsolt
kimeneteket mikddtethetjik a zarlat veszélye nélkdil.

Két olyan logikai aramkoér kimenete, amelyik nem nyitott kollektoros vagy nem haromallapotu, nem
kotheté Ossze. A kimeneten létrejové fesziltség szint nem tartja be a H és L szintre érvényes
értékeket, ugyanakkor a kimeneti dramkorok tulterheléséhez és tonkremeneteléhez vezethet.

Nyitott kollektoros kimenetek

Léteznek olyan TTL technoldgiaval gyartott logikai kapuk, amelyek nyitott kollektoru (Open Collector)
kimenettel rendelkeznek. Ha tébb ilyen kapu kimenetét az alabbi dbra szerint 6sszekotjik, a kézos
ponton Ugynevezett huzalozott ES kapcsolat jon létre, megspdrolva igy a sok bemenet( ES kaput, és a
parhuzamos vezetékeket.

+Ut K6z6s kimenet

Z=y1*y2*y3*y4

oc oc oc [ oc
- vyl o y2 o y3 o v4

4.3 abra: Nyitott-kollektort kimenetek kapcsolasa (ES kapcsolat)

Mivel a De-Morgan azonossag szabalyai szerint:

Gt @t .+ =G @ Gy

az dbranak megfelel6en huzalozott VAGY kapcsolat is el6allithatd.
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+Ut K6z0s kimenet

9
DO Z=yl+y2+y3+y4

ocC ocC ocC ocC
o] yl 2 y2 2] y3 2] y4

4.4 abra: Nyitott-kollektoros kimenetek kapcsolasa (VAGY kapcsolat)

Haromallapotu (Tri-State, Three-State) kimenetek

Tipikusan szamitégépes hardver kdrnyezetben sokszor haszndlnak Ugynevezett buszrendszereket. A
buszok olyan vezetékek vagy vezetékcsoportok, amelyeket tébb eszkdz is egyidejlileg haszndlhat, de
egy id6ben csak egyetlen, kivalasztott dramkor hajthatja meg a vonalakat. llyenkor haromallapotu
kimenetekkel rendelkez6 daramkoroket alkalmazunk. Ezeknél az elemeknél egy jarulékos
vezérlGbemenettel ,kikapcsolhatdk” a kimenetek (nagy-impedancidas modba allithatok), megengedve
egy masik vele parhuzamosan kapcsolddo eszkdznek, hogy a vezetékeken az & dltala kiadott adatokat
tovabbitsa. Mindig tgyelni kell arra, hogy egy buszon egyszerre csak egy eszkdz lehet aktiv!

® K6z0s kimenet

TS TS TS TS

EN1 EN2 EN3 EN4

4.5 abra: Haromallapotu kimenetek 6sszekapcsolasa
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. & NG -0 L
4.6 abra: NAND ill. NOR kapu kiilonb626 aramkori megvalésitasokkal

A fenti dbran kilonbozé logikai aramkorrendszerekkel megvaldsitott hasonld funkcidju aramkori
elemeket lathatunk. Elsé ranézésre is lathatd, hogy felépitésiiket tekintve nagyon hasonldak
egymashoz, mindegyik dramkori megoldas a rd jellemzd jegyeket viseli. A TTL és TTL-LS dramkorok
kozotti alapvetd kilonbség a Shottky didddk alkalmazdsa. Ett6l eltekintve a kapcsolastechnika
teljesen azonos. A CMOS aramkorok esetén nem alkalmazhatunk multi-emitteres tranzisztorokat.
Helyettiik a fejezet elején megismert ES, VAGY alaplogikakat hasznaljak. AZ ECL logikai dramkorok is
némi hasonlésagot mutatnak a TTL aramkoércsaldadokhoz, de itt kizardlag a féldelt-kollektoros
kapcsolastechnikat alkalmazzdk a nagyobb sebesség elérése végett.
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5. Logikai fliggvények egyszeriisitése

Minél egyszerlibb egy kombindcids haldézat logikai fliggvénye, annal kevesebb aramkori elemmel
lehet megvaldsitani. Minél kevesebb bemenete van Osszesen a megvaldsitashoz hasznalt dramkori
elemeknek, annak annal kisebb lesz a mérete, annal kevesebb aramot fogyaszt. A fejezetben

kétszint(i logikai haldzatok tervezésének moddszerei lesznek ismertetve a bemutatott célfiiggvény
szerint.

A fliggvényminimalizalasnal felhasznalt alapotlet szerint altaldban a szomszédos mintermeket (vagy
maxtermeket) kell megkeresni. Két minterm (maxterm) akkor szomszédos, ha egymastdl egyetlen
valtozéban kilonboznek, az egyikben ponalt, a masikban negalt értékkel (a tébbi valtozd azonos
értékkel szerepel). A szomszédos mintermeket (maxtermeket) 6ssze lehet vonni, azaz egyszer(siteni
lehet a logikai fluggvényt.

Legyen adott két minterm AB és AB. Ezek egyetlen valtozéban (B-ben) kiilonbdznek egymastdl, azaz
szomszédosak. Az aldbbi algebrai egyszer(sités megmutatja, hogy ezt a két mintermet 6ssze lehet
vonni ugy, hogy kiesik az a valtozd, melyben kiilonbdznek egymastdl. Az azonossagot igazsagtabla
segitségével le is lehet ellendrizni.

AB+AB=A(B+B)=A+1=4

A|B|AB | AB | AB + AB
olol o] o 0
ol1l 0| o 0
1/0]o0 |1 1
1111 ]o0 1

5.1 4bra: Az AB + AB = A azonossag ellendrzése igazsagtablaval

Legyen adott két maxterm A+ B és A+ B. Ezek egyetlen véltozéban (B-ben) kiilonbdznek
egymastol, azaz szomszédosak. Az alabbi algebrai egyszerlsités megmutatja, hogy ezt a két
maxtermet Ossze lehet vonni Ugy, hogy kiesik az a valtozd, melyben kilonbdznek egymastél. A
levezetés soran fel lett hasznélva az, hogy két szomszédos minterm egyszer(sithets (AB + AB = A),
valamint ezen azonossag igazsagtablazata is [athato.

(A+B)(A+B)=AA+AB+AB+BB=A+A+1=4A

A|B|A+B|A+B|(A+B)(A+B)
ojo| o 1 0
ol1] 1 0 0
1o 1 1 1
1|1 1 1 1

5.2 dbra: Az (A + B)(A + B) = A azonossag ellenérzése igazsagtablaval

Az Gsszevont és Ossze nem vont mintermek (maxtermek) neve implikdnsok. Ha egy implikans mar
nem vonhatd 0Ossze mas implikanssal, akkor ezt primimplikdnsnak nevezik. A logikai fliggvény
legegyszer(ibb alakja primimplikdnsokat tartalmaz.

Algebrai modszer

Az algebrai egyszer(sités soran a Boole-algebra azonossagai haszndlhatok fel a logikai fliggvény
legegyszer(ibb alakjanak eléréséhez.

Boole algebra

A Boole-algebra a logikai operatorok algebraja. George Boole (1815-1864) angol matematikus el&szor
mutatott hasonldsagot az altala vizsgalt logikai operatorok és a mar jél ismert aritmetikai operatorok
kozott. Az altala kidolgozott logikai algebrat Boole algebranak nevezik, mely nagyban hozzajarult a
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szamitastechnika fejl6édéséhez. Els6sorban a hardver tervezés alacsonyabb szintjén van rendkivil
fontos szerepe.

A Boole-algebra a kétértéki jelekkel (0 vagy 1) végzett logikai miveletek (ES, VAGY, NEM) algebrai
lefrasat teszi lehetSvé. Egy Boole algebrai kifejezés kiértékelése soran el&szor a NEM, majd az ES
végill a VAGY muveleteket kell kiértékelni. Zardjelezéssel természetesen mddosithatéd a mUveletek
elvégzési sorrendje.

Logikai szorzas, ES kapcsolat azonossagai:

e 0-0=0

e 0-1=0

e 1-0=0

e 1-1=1

o A-1=A

e A-0=0

e AA = A (idempotencia)
e AA=0

AB = BA (kommutativitas)
e (AB)C = A(BC) = ABC (asszociativitas)

Logikai 6sszeadds, VAGY kapcsolat azonossagai:

e 0+4+0=0
e 0+1=1
e 14+0=1
e 1+4+1=1
e A+0=A4
e A+1=1
e A+ A= A(idempotencia)
e A+A=1

A + B = B + A (kommutativitas)
e (A+B)+C=A+(B+C)=A+ B+ C (asszociativitas)

Logikai tagadas, NEM (negacid) azonossagai:

1
0
=A

ROl
Il

[
Tovabbi azonossagok:

e A(B+ () = AB + AC (disztributivitas)

e A+ BC=(A+B)(A+ C) (disztributivitas)
e A+ AB = A (elnyelési tulajdonsag)

A(A + B) = A (elnyelési tulajdonsag)
AB+AB = A

(A+B)YA+B)=A

A+AB=A+B

A(A+B) = AB

De-Morgan azonossagok
e A+B=AB
e A+B+C=ABC

e AB=A+B
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e ABC=A+B+C

[
Barmelyik azonossdgot konnyedén lehet igazolni, példaul igazsagtabla segitségével vagy a logikai
kifejezések kibontdsaval. Igazoljuk példdul a A + AB = A + B azonossagot. Az egyenlet bal oldalanak
kifejtésekor el&szér meg kell hatarozni A értékét, majd ebbsl AB értékét, végiil a teljes kifejezés
értéke is meghatdrozhatd. Az egyenlet jobb oldala egy VAGY miivelet, melynek igazsagtabldja mar
ismert. A két kifejezés kiértékelése alapjan kijelentheté, hogy ekvivalensek, mivel egyenldk,
barmilyen értéket vesz fel A és B.

A|B|A|AB | A+ AB A|B|A+B
olo]1]| o0 0 0|0 0
ol1f2] 1 1 0|1 1
1/0|l0| 0 1 11]0 1
1/1]/0| 0 1 111 1

5.3 4bra: Az A + AB = A + B azonossag ellendrzése igazsagtablaval

Egy logikai kifejezést tobb féle képen is le lehet egyszer(isiteni. Legyen AB + AB + AB az
egyszerlsitendd kifejezés. Els6 Iépésben a De-Morgan azonossag segitségével eltlintethetd a teljes
kifejezés negaldsa. Eredményiil harom negalt minterm ES kapcsolata adédik: (AB) (AB) (AB).
Ahhoz, hogy a mintermek ne legyenek negalva, ezeken is kiilon-kiilon alkalmazni kell a De-Morgan
azonossagot. Ez a fiiggvény konjunktiv normal formajat eredményezi: (A + B)(A + B)(A + B).
Kovetkez6 lépésben a disztributivitds tulajdonsdgot kihasznalva Ossze lehet vonni a masodik két
zarojelet: (A+ B)(AA+ AB + AB + BB). Ezutdn kihaszndlhatd, hogy egy logikai valtozé ES
kapcsolata a valtozd negaltjdval 0-at és egy logikai valtozé6 VAGY kapcsolata 1-el a valtozét adja
eredményil: (4 + B)(AB + AB). Otodik lépésben a disztributivitdst ismét felhasznalva
felbonthatéak a zardjelek: AAB + AAB + ABB + ABB. Ezutdn ismét felhaszndlhaté az el6z8
tulajdonsag valamint az, hogy barmely kifejezés ES kapcsolata 0-val 0: AAB + ABB. Az ES miivelet
idempotencia tulajdonsaga alapjan mind a két szorzatot egyszer(sithets: AB + AB. Végiil a VAGY
mvelet idempotencia tulajdonsaga alapjan ismét egyszer(siteni lehet: AB. Az egyszer(sités teljes
folyamata aldbb lathato.

AB + AB + AB =
(4B) (4B) (4B) =
(A+B)(A+B)(A+B) =
(A+ B)(AA+ AB + AB + BB) =
(A+ B)(AB + AB) =
AAB + AAB + ABB + ABB =
AAB + ABB =
AB+ AB =
AB

Ugyanez a logikai fliggvény masként is egyszerlsithet6, most mas sorrendben haszndlva a Boole
algebrai azonossagokat. Els6 lépésben kihasznalhaté a disztributivitas tulajdonsag igy az elsé két

mintermbél kiemelheté B: (A + A)B + AB. A logikai VAGY kapcsolat idempotencia tulajdonsaga
alapjan az (4 + A) kifejezés kiesik: B + AB. KovetkezS lépésben az A + AB = A + B azonosséagot
felhasznalva a kifejezés atalakithatd: B + A. Majd utolsé |épésben egy De-Morgan azonossag
segitségével megkaphato a végss format: AB. Az egyszer(sités teljes menete alabb lathato.

AB + AB + AB =
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(A+ A)B+ AB =

B+ AB =
B+A=
AB
Mind a példabdl is latszik, ugyanazt az eredményt tébbféle képen is elérhet6 algebrai minimalizalas
esetén. A fenti példdban az elsé levezetés nyolc |épést igényelt, a masodik viszont csak fele annyit.

Annak eldontése, hogy a levezetés melyik |1épésében melyik azonossagot érdemes hasznalni nagyfoku
tapasztalatot igényel, igy a mddszer nehezen automatizalhato.

Ha a fejezet elején bemutatott szomszédos mintermek (maxtermek) mddszerét akarjuk hasznalni,
akkor minden logikai kifejezést elGszor at kell alakitani diszjunktiv (konjunktiv) normal formaba és
utana 6sszevonni 6ket. Gyakorlatilag ez tortént az elsé levezetés soran. Ebben az esetben figyelni kell
arra, hogy egy minterm tobb mintermmel is 6sszevonhatd és minden lehetséges 6sszevonast el kell
végezni, de nem feltétlendl van sziikség az 6sszes primimplikansra. llyen esetekre a késébbiekben
lathaté majd példa.

Kifejtési moédszer

Az algebrai mddszer komplexebb, tobb valtozdét tartalmazé logikai kifejezések F(xq,x3, ..., Xp)
egyszer(lsitése esetén nehezen alkalmazhatd. llyen esetekben alkalmazhaté a kifejtési modszer.
Ekkor egy adott valtozé értékét elGszor ponaltnak F(1, x5, ..., x,,), majd negaltnak F (0, x5, ..., x,,) kell
definidlni. Ezutan a két egyszer(ibb, kevesebb valtozét tartalmazd fliggvényt egyszerdsithet6 (lehet
rekurzivan kifejtési moddszert is alkalmazni). Az eredeti flggvény egyszer(sitett formaja
kétféleképpen is megkaphatd.

e A valtozé pondlt rogzitésével kapott fliggvényhez ES logikai kapcsolattal hozza kell féizni a
valtozét ponalt értékben, a negalt rogzitéssel kapott fliggvényhez pedig negdlt értékben.
Végil az igy kiszdmitott két logikai kifejezést VAGY logikai m(ivelettel kell Osszekotni.
F(xq,xp o) =21 " F(1, %5 oo, xp) + %7 - F(0, X3 ..., Xp)

e A valtozd negdlt rogzitésével kapott flggvény negdltjdhoz VAGY logikai kapcsolattal kell
hozzaflizni a valtozét ponalt értékben, a ponalt rogzitéssel kapott fliggvény negaltjdhoz pedig
negélt értékben. Végiil az igy kiszamitott két logikai kifejezést ES logikai mivelettel kell

Osszekotni és negalni. F (xq, Xy ..., xp) = (x1 + F(0, x, ...,xn)) . (x_1 + F(1,x; ...,xn))

Legyen adott diszjunktiv normal formaban egy haromvaltozés F fiiggvény, ahol F(4,B,C) = ABC +
ABC + ABC + ABC. Legyen az A valtozo értéke el6szor 1, ekkor F(1,B,C) = 0BC + 0BC + 1BC +
1BC = BC + BC = (B + B)C = C. Ezek utan legyen A értéke 0, azaz F(0,B,C) = 1BC + 1BC +
0BC + 0BC =BC+BC =B(C+C) =B.
e Az egyszer(sitett logikai figgvény meghatarozasa az elsé mddszer szerint, azaz F(4,B,C) =
A-F(1,B,C)+A-F(0,B,C) = AC + AB.
e Az egyszerlsitett logikai fliggvény meghatdrozasa a masodik moddszer szerint, azaz
F(A,B,C)= (A+F(Q1,B,0)) - (A+F(0,B,C)) =(A+B)(A+C)=AB + AC.

Kifejtési mddszer esetében fontos, hogy melyik valtozé keriil rogzitésre, ennek hatékony kivalasztasa
az algebrai médszerhez hasonldan nagy gyakorlatot igényel.

Grafikus modszer

Mint az kordbban kideriilt, az algebrai egyszer(sités és a kifejtési mddszer sikere nagyban fiigg a
szamitast végzd gyakorlatatol, vagy attdl, hogy éppen mennyire tud az adott feladatra koncentralni.
Tovabbi hatranyuk a fenti mddszereknek, hogy nem vagy csak nehezen tudjak kezelni a nem teljesen
definidlt halézatokat.
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A kovetkez6kben ismertetett mddszer az emberi tényezbket kiszoboli ki, teljes mértékben
automatizdlhatd és nem teljesen specifikdlt hdldzatok esetében is hasznalhaté. A mddszer
szomszédos mintermeket (implikansokat) keres és azokat 6sszevonja az egyszer(sités soran.

Logikai fiiggvény grafikus minimalizalasa

A korabbi fejezetekben megismert Karnaugh tablaban minden cella egy mintermnek (maxtermnek)
felel meg. Ahol a tdblazatban 1 van, az a minterm szerepel (maxterm nem szerepel) az
egyszer(Gsitend6 flggvényben, ahol 0, az nem (az igen). A tabla szomszédos celldi, a tablazat
felépitése alapjan, szomszédos mintermeket (maxtermeket) tartalmaznak. igy konny( felfedezni a
szomszédos mintermeket (maxtermeket) és igy egyszer(siteni is a fliggvényt.

Legyen ABC + ABC logikai fliggvény adott. A flggvényben szerepld két minterm szomszédos mivel
csak a B valtozo értékében kilonboznek. A fliggvény egyszer(sitése ez alapjan a kovetkez6képpen
néz ki ABC + ABC = AC(B + B) = AC. Karnaugh tablan az &sszevonni kivant mintermek egy
hurokkal (tombbel) 6sszekotheték.

BC

4 5 7 6

5.4 abra: Példa kettes hurokra

Az 3brabdl latszik, hogy a kettes hurkok implikansokat jeldlnek. A szomszédos kettes hurkokat is
Ossze lehet vonni négyes hurkokka, a négyes hurkokat nyolcas hurkokka, és igy tovabb. Az alabbi
abran az ABC + ABC + ABC + ABC fuggvény Karnaugh tablaja lathatd. A fiiggvény egyszer(sitése
az 4bra alapjan a kovetkez6képpen néz ki ABC + ABC + ABC + ABC = AC(B+ B) + AC(B + B) =
AC+AC=C(A+A)=cC.

Al1l 0 1}0
4 <= 7| 6

5.5 dbra: Példa négyes hurokra

A Karnaugh tabla jellegzetessége, hogy a tablazat ugyanabban a sordban (oszlopaban) [évé két szélén
(alul és felll) 1évé cellak is szomszédos termeket tartalmaznak, azaz Iéteznek olyan hurkok, melyek a
tablazat szélein tulnyllnak. Ez az ABC + ABC fiiggvény egyszerdisitésén keresztiil lesz bemutatva. A
fuggvény egyszer(isitésének menete ABC + ABC = AC(B + B) = AC az abréan is lathato.
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Al1 O 0 0 0

4 5 7 6

5.6 dbra: Példa tulnyulé kettes hurokra

Természetesen a tulnyuld szomszédos kettes hurkokat is 6ssze lehet vonni. Az aldabbi dbran az
ABC + ABC + ABC + ABC fiiggvény Karnaugh tablaja lathatd. A fiiggvény egyszerdsitése az abra
alapjan a kévetkezSképpen néz ki ABC + ABC + ABC + ABC = AC(B+ B)+ AC(B+B) = AC +
AC=C(A+4) =C.

B
\ 10
0\ 0 0 /
1 3 7
A lj 0 0 \1\
. 4 5 7 s

5.7 dbra: Példa tilnyulé négyes hurokra

Implikansok kiolvasasa a Karnaugh tablabadl

A Karnaugh tablabdl az egyszerdsitett figgvény diszjunktiv és konjunktiv formdju alakjat is ki lehet
olvasni. Diszjunktiv alak kiolvasasakor az 1-eseket kell hurkolni, konjunktiv alak esetén a 0-asokat. A
hurkokat nem sziikséges algebrailag is levezetni, mint az el6z6 példakban, hanem a primimplikansok
értéke kozvetlenil is leolvashaté a Karnaugh tablazatbdl. A leolvasashoz a Karnaugh tabla
peremezését lehet hasznalni. Meg kell vizsgalni, hogy az adott hurok mely perem alatt van bent teljes
egészében és mely peremek alatt nincs bent egyaltalan. Amely valtozéhoz tartozé perem teljesen
lefedi a hurkot, az diszjunktiv esetben ponalt formdban, konjunktiv esetben negalt formaban szerepel
a kifejezésben. Amely valtozéhoz tartozd perem alatt nincs bent a hurok, az diszjunktiv esetben
negalt, konjunktiv esetben ponadlt formaban szerepel a kifejezésben. Azok a valtozék, melyekhez
tarozé perem csak részben fedi le a hurkot, nem szerepelnek a kifejezésben, ezek a valtozék esnek ki
az egyszer(sités soran. A kovetkez§ példakban kiilénb6z6 méretl hurkokhoz tartozé diszjunktiv és
konjunktiv formaju logikai fliggvények kiolvasdsanak bemutatasa torténik négyvaltozés Karnaugh
tablakbdl a kisebb hurkoktél a nagyobbak felé haladva.

Az aldbbi példa az egyes és a kettes hurkok kiolvasdasat mutatja be és azt, hogy mi lesz az
egyszerUsités eredménye. Az I-es hurok nincs az A, a B és a C perem alatt valamint bent van a D
perem alatt, azaz az I-es hurok algebrai alakja F; = ABCD. A Il-es hurok nincs az A perem alatt, bent
van a B és a C perem alatt valamint a D perem csak részben fedi le, azaz a ll-es hurok algebrai alakja
F;; = ABC. A lll-as hurok nincs a B és a D perem alatt, bent van az A perem alatt valamint a C perem
csak részben fedi le, azaz a lll-as hurok algebrai alakja F;; = ABD. Az egyszerdsitet logikai fiiggvény
algebrai alakja F = F, + F;; + F;;; = ABCD + ABC + ABD.
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I -l

F = FI + FII + FIII = AEC_D +ABC +AE5
5.8 abra: Példa egyes és kettes hurok kiolvasasara diszjunktiv alakban

A kovetkezd példa konjunktiv alakok kiolvasasat mutatja be. Ebben az esetben nem az 1-esek, hanem
a 0-asok vannak hurkolva. Az dbran az 6sszes lehetséges hurok jeldlve van, de a szlrkével jel6lt 1V-es
hurokra nincs szikség, mivel az altala lefedett maxtermeket mas hurkok is lefedik (errél késébb
részletesebben lesz szd). Az I-es hurok nincs az A, a B, a C és a D perem alatt sem, azaz az I-es hurok
algebrai alakja F; = A+ B + C + D. A ll-es hurok bent van az A, a B és a D perem alatt valaminta C
perem csak részben fedi le, azaz a ll-es hurok algebrai alakja F;; = A+ B + D. A lll-as hurok nincs a B
perem alatt, bent van a C és a D perem alatt valamint az A perem csak részben fedi le, azaz a lll-as
hurok algebrai alakja Fj;; = B + C + D. Az egyszerd(sitet logikai fiiggvény algebrai alakja F = F; - Fy; -
Fy=(A+B+C+D)A+B+D)B+C+D).

oV
D

F=F F; F;=(A+B+C+D)A+B+D)B+C+D)
5.9 abra: Példa egyes és kettes hurok kiolvasasara konjunktiv alakban

A négyes hurkok kiolvasdsa a kovetkez6 képen miikodik diszjunktiv alak estén. Az dbran az Osszes
lehetséges négyes hurok jelélve van, de a sziirkével jelolt IV-es hurokra ebben a példaban nincs
sziikség, mivel az altala lefedett maxtermeket mas hurkok is lefedik. Az I-es hurok nincs a B és a D
perem alatt valamint az A és a C perem csak részben fedi le, azaz az I-es hurok algebrai alakja
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F; = BD. A ll-es hurok nincs az A perem alatt, bent van a C perem alatt valamint a B és a D perem
csak részben fedi le, azaz a ll-es hurok algebrai alakja F;; = AC. A Ill-as hurok nincs a D perem alatt,
bent van az A perem alatt valamint a B és a C perem csak részben fedi le, azaz a lll-as hurok algebrai
alakja Fj;; = AD. Az egyszer(isitet logikai fliggvény algebrai alakja F = F; + F;; + F;;; = BD + AC +
AD.

i
N\

S
N
S 1K

F:FI+FH+FIII:EE+AC+AE

5.10 abra: Példa négyes hurok kiolvasasara diszjunktiv alakban

Konjunktiv esetben hasonléan torténik a négyes hurkok kiolvasdsa. Az I-es hurok nincs a C perem
alatt, bent van a D perem alatt, valamint az A és a B perem csak részben fedi le, azaz az I-es hurok
algebrai alakja F; = C + D. A ll-es hurok bent van az A és a D perem alatt valamint a B és a C perem
csak részben fedi le, azaz a ll-es hurok algebrai alakja F;; = A + D. Az egyszerUsitet logikai fiiggvény
algebrai alakja F = F; - F;; = (C + D)(A + D).

A
4R
/

F=F F;=(+D)A+D)
5.11 abra: Példa négyes hurok kiolvasasara konjunktiv alakban

Kovetkezzenek a nyolcas hurok, azon beliil el8szor a diszjunktiv alak kiolvasdsa. Az I-es hurok nincs a
D perem alatt valamint az A, a B és a C perem csak részben fedi le, azaz az I-es hurok algebrai alakja

42



F; = D. A ll-es hurok nincs az A perem alatt, valamint a B, a C és a D perem csak részben fedi le, azaz
a ll-es hurok algebrai alakja F;; = A. Az egyszer(sitet logikai fliggvény algebrai alakja F = F; + F;; =
D+ A.

STt
N %

1/ |

F:FI+FH:5+A
5.12 abra: Példa nyolcas hurok kiolvasasara diszjunktiv alakban

Legyen egy hasonld példa konjunktiv esetre is. Az I-es hurok nincs a C perem alatt, valamintaz A, a B
és a D perem csak részben fedi le, azaz az I-es hurok algebrai alakja F; = C. A ll-es hurok bentvan a D
perem alatt valamint az A, a B és a C perem csak részben fedi le, azaz a ll-es hurok algebrai alakja
F;; = D. Az egyszerdsitet logikai fliggvény algebrai alakja F = F; - F;; = (C)(D). A kapott alak egy
specialis konjunktiv alak, ahol minden maxterm pontosan egy valtozét tartalmaz, azaz a szorzatuk egy
mintermet eredményez. Ha a diszjunktiv alakot koézvetlenil szeretnénk kiolvasni ugyanebben a
példaban, akkor azt egy CD hurok segitségével tehetnénk meg, azaz az eredmény ugyanaz lenne,
mint konjunktiv esetben.

XN
AR
\/
e

e

\ //

F=F-F;= (C)(E)

5.13 abra: Példa nyolcas hurok kiolvasasara konjunktiv alakban
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Négyvaltozds logikai fliggvénynél tizenhatos hurok csak akkor alakulhat ki diszjunkt esetben, ha a
Karnaugh tdblaban minden celldban 1 szerepel, azaz konstans 1 a fliggvény értéke F = 1.

e )

F=1
5.14 dbra: Példa tizenhatos hurok kiolvasasara diszjunktiv alakban

Konjunktiv esetben a Karnaugh tdbla minden cellajaban 0 van tizenhatos hurokndl, azaz a fliggvény a
konstans 0, F = 0.

3 N

F=0
5.15 dbra: Példa tizenhatos hurok kiolvasasara konjunktiv alakban

Hurkok felrajzolasanak szabalyai

A hurkok optimalis felrajzolasanak, vagy mds néven a tdmbdositésnek, vannak szabdlyai, amelyeket az
egyszerUsités soran be kell tartani.

e 2"(n=0,1,2,..)darab minterm (maxterm) vonhaté be egy hurokba.
e A hurkok téglalap alakuak.

e Minden 1l-est (maxtermek esetében 0-ast) tartalmaznia kell legaldbb egy huroknak és 0
(maxterm esetben 1) nem keriilhet hurokba.

e Egyik hurok a masikat nem tartalmazhatja teljes mértékben.

44



e Egy term tobb hurokban is szerepelhet.

e A hurkok felrajzolasanal térekedni kell a lehet6 legnagyobb méret(i hurkok hasznalatara.

e Kozombos (’-’) kimeneti fliggvényértékeket a jobb (optimalisabb) lefedésnek megfelelGen kell
megvalasztani (NTSH).

A kovetkez6kben a szabdlyok részletes elemzése torténik meg. A hasznalt példakban diszjunktiv
format kell kiolvasni a Karnaugh tablakbdl. A szabalyok természetesen konjunktiv esetre is
vonatkoznak és példakban az 1-ek és 0-3k felcserélésével meg lehet kapni az ezekre az esetekre
vonatkozo példakat.

Az elsd szabdly szerint 2" (n =0, 1, 2, ...) darab minterm vonhatd be egy hurokba, azaz nem lehet
harmas, 6tos, hatos, hetes, kilences, tizes ... hurok a Karnaugh tablaban. Ez szabaly az egyszerdsités
alapotletébdl kovetkezik azaz, hogy azon mintermeket lehet pdrosdval Gsszevonni, melyek csak
egyetlen valtozdban kilonboznek. A kordbbi példakbdl is jol latszik, hogy egyes hurkokbdl indulva
minden 6sszevondsnal az 6sszevont cellak szama dupldzddik, igy minden hurokban ketté hatvanya
szamu cella lesz. Az alabbi két Karnaugh tablabdl az els6ben van egy harmas és hatos hurok is, amely
természetesen nem megfelelS. A helyes hurkolas a masodik Karnaugh tablazatban lathato.

cD | HELYTELEN | c cD | HELYES |

AB 00 o1 11 AB 00

10 01
oo O 1 \\ oo] O /l/
4] 3 2 4] 1
SN R
6 4 6
B B
11| 0 1 0 0 11 0 w 0 0
12 13 15 14 12 13 15 14

9 9 | o| 0| O 0 | 0ol 0| 0

D D

5.16 abra: Példa a hurkolas elsé6 szabalyanak alkalmazasara

A masodik szabdly szerint a hurkok téglalap alakiak. Mint az el6z6 feltétel ez is az 0sszevonas
alapotletébdl kovetkezik. Csak azon mintermek vonhaték o©ssze, melyek szomszédosak és a
szomszédos mintermek szomszédos celldkban helyezkednek el, azaz atlés hurkot nem szabad
késziteni. Hasonlé megfontolasok alapjan csak azon hurkok vonhatdk 6ssze nagyobb hurokka, melyek
a kapcsolddé fellletikon végig szomszédosak. A kdvetkezd két Karnaugh tablaban az elsé szabalyt (2"
darab cella tartozik egy hurokhoz) betartjuk, de a hurkok nem téglalap alakuak.
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5.17 abra: Példa a hurkolas masodik szabalyanak alkalmazasara

A kovetkez6 szabaly szerint minden 1-est tartalmaznia kell legaldbb egy huroknak és 0 nem kerLGtD
hurokba. Ha ez a feltétel nem teljesiil, akkor az ered6 fliggvény nem lesz ekvivalens az eredeti
fliggvénnyel. Ha létezik olyan 1-es, melyet nem tartalmaz egyetlen hurok sem, akkor az ehhez tartozé
minterm nem fog szerepelni az egyszer(sitett fliggvényben, azaz 0 értéket fog felvenfii lyett, ha a
bemeneti valtozék az adott mintermhez tartozé értékeket veszik fel. Ha viszorA];Byan 0-as,
melyet tartalmaz egy hurok, akkor az eredé fliggvény ezen bemenethez tartozé értéknél 0 helyett 1-

es értéket fog felvenni.

AN

Ha a tobbi feltétel kézul valamelyik (vagy akar tobb is) nem teljesil, akkor az eredd logikai
fliggvényik ugyan ekvivalens lesz az eredetivel, viszont nem a lehet6 legegyszerlbb format kapjuk,

e Ha van olyan hurok, amelyet teljesen egészében tartalmaz egy masik, akkor az redundanQO
okoz a rendszerben, mert a befoglalt hurok logikai funkcidjat a nagyobb ellatja. Algebrai
forma esetében ez azt jelentené, hogy hidba lett 6sszevonva egy implikanst egy masikkal, az
tovabbra is benne marad a fiiggvényben, azaz példaul AB + AB egyszer(isitése nem A-t,
hanem AB + A-t eredményezne. A szabaly betartdsdval az 6sszes eredményiil kapott hurok
egy primimplikdnst fog reprezentalni.

e Ha minden term csak pontosan egy hurokban szerepelhetne, akkor nem lehetne az dsszes
lehetséges 6sszevonast elvégezni. Minden mintermnek annyi szomszédja van, ahany bem@grgi
valtozéja van a fliggvénynek, azaz ennyi kettes hurokban is szerepelhet. Példaul az elozé
példa masodik Karnaugh tablajaban az 5-6s minterm harom kettes hurokban is szerepel. Ha
ezt nem lehetne, akkor egy kettes hurok mellett két egyes hurkot kellene felvenni, ami
bonyolultabb kapcsoldst eredményezne.

e A lehet6 legnagyobb hurkok felvételének szabalya egyértelm(i, mivel minél nagyobbak a
hurkok az anndl tobb egyszerlsitési lépést jelent, annal kevesebb a benne szereplé
m{veletek és valtozdk szama.

e Mint az mar kordbban lathaté volt, a nem teljesen specifikdlt halézatok esetén a kézém&s
kimeneti fliggvényértékek megvdlasztasa tetszéleges, mivel feltételezhet§, hogy ilyen
bemeneti kombinacié nem fordul el6 a rendszerben. Ez azt eredményezi, hogy ezek a celldk
bevonhatédk hurkokba és ez nagyobb hurokokat eredményez, azaz egyszer(ibb
fliggvényalakot. A hurokba bevont mintermekhez tartozé6 bemenet esetén akgvalésitott
halézat 1, a hurokba nem bevontak esetében 0 kimeneti értéket eredményez.
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Primimplikdnsok meghatarozasa

A tombosités szabadlyait figyelembe véve algoritmikusan lehet egyszer(siteni barmely logikai
figgvényt. Alapvet6en kétfajta megkozelités lehetséges. Az egyikben a legnagyobb hurkokat kell
felvenni és utdna kisebb hurkokkal kell lefedni a még le nem fedett mintermeket, a masiban pedig a
kisebb hurkok fel6l kell haladni a nagyobbak felé. Algoritmikus és szamitdgépes megvaldsitas
szempontbdl a masodik mddszer haszndlhatd jobban, ezért a tovdbbiakban ez lesz részletesen
bemutatva.

Az algoritmus egy példan keresztiil kerll bemutatasra. A feladat az alabbi Karnaugh tabldval adott
logikai fliggvény minimalizaldsa, ahol az eredményt diszjunktiv formaban kell megkapni.

5.18 dbra: Példa primimplikansok meghatarozasara: kiindulé Karnaugh tabla

Kezdésként meg kell keresni az 0sszes 1-es hurkot. Ez gyakorlatilag a tdblazatban az 6sszes 1-est
tartalmazd cella kiilon-kiilon vald hurkolasat jelenti.

O

O

O
O

OO0 0[O

O

5.19 dbra: Példa primimplikansok meghatarozasara: egyes hurkok

Ezek utan kovetkezik egy ciklus. A ciklus i-edik |épésében a 2" méretii hurkokbdl el kell &llitni az
osszes lehetséges 2" méret(i hurkot. Ha egy hurok &sszevonasra keril egy masikkal, akkor az a
tovdbbiakban mar nem lesz abrdzolva a Karnaugh tablaban, mivel az a hurok nem primimplikdnst
reprezentdl. A ciklus akkor all le, ha egy iterdcié sordan nem sikeril Uj hurkot késziteni.
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A ciklus 1. Iépésében el kell késziteni az 6sszes kettes hurkot. Példaul a 0-as celldhoz tartozé hurkot
Ossze lehet vonni az 1l-eshez tartozoval, az 1l-eshez tartozot a 0-ashoz, az 5-6shdz és a 9-eshez
tartozoéval. Azaz az 6sszes szomszédos hurok estében el kell késziteni egy Uj kettes hurkot. A 10-es
celldhoz tartozé hurkot kivéve az dsszes egyes hurok dsszevonhatd egy masikkal. igy a ciklus elsd
Iépésében 9 darab kettes hurok és 1 darab egyes hurok keletkezik.

-
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5.20 abra: Példa primimplikansok meghatarozasara: kettes hurkok

A 2. |épésben kettes hurkok Osszevonasaval készithetlink négyes hurkokat. Az (5, 7) hurkot lehet
Osszevonni a (13, 15) hurokkal, valamint az (5, 13) hurkot a (7, 15) hurokkal. Mind a két 6sszevonas az
(5, 7, 13, 15) hurkot eredményezi. Ezen kivil 6sszevonhaté még az (1, 5) a (9, 13) hurokkal, valamint
az (1, 9) az (5 13) hurokkal. Az &sszevonasban szerepld hurkok eltlinnek (mivel nem

primimplikansok), az dsszes tobbi megmarad. igy 2 darab négyes, 2 darab kettes és 1 darab egyes
hurok keletkezik.
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5.21 abra: Példa primimplikansok meghatarozasara: négyes hurkok

3. |épésben nem lehet négyes hurkokat 6sszevonni nyolcas hurokka, ezért a ciklus befejezédik. A
Karnaugh tablaban szerepl6é mind 6 hurok egy-egy primimplikdnst jelol, az egyszersitett formdban
ezek szerepelnek. Azaz a fiiggvény egyszer(isitet formaja CD + BD + ABC + ABC + ABCD.



A fenti lépéseket kovetve, a tombosités szabdlyait betartva meg lehet hatarozni barmely logikai
fliggvény Osszes primimplikansat. A példaban az 6sszes primimplikansra sziikség van a legegyszer(ibb
forma meghatdrozdsahoz, de kdnnyen lehet olyan példat mutatni, ahol nincs sziikség mindegyikre. A
kovetkez§ fejezetben a primimplikansok kivalasztasanak szabdlyai lesznek bemutatva.

Egyszeriisitett alak megadasa

A primimplikdnsok kivalasztasanadl figyelembe kell venni az 6sszes a logikai flggvényben szerepl6
mintermet. Azaz ugy kell kivdlasztani a primimplikdnsokat, hogy minden minterm szerepeljen
legalabb egy primimplikdnsban. Ez gyakorlatilag megfelel a tombositési szabdlyoknal emlitett
,minden 1-est le kell fedni hurokkal” szabalynak.

Altalaban vannak olyan primimplikdnsok, melyeket biztos be kell venni az egyszerdsitett alakba.
Ehhez meg kell nézni, hogy van-e olyan minterm (maxterm), amely csak egyetlen hurokban szerepel.
Ezeket megkillénboztetett mintermnek (maxtermnek) nevezik. Lényeges primimplikdnsnak nevezik
azokat a primimplikdnsokat, amelyekben legaldbb egy megkiilonboztetett minterm (maxterm)
szerepel. A lényeges primimplikdnsok mindenképen szerepelnek az egyszerUsitett logikai
fliggvényben.

A Karnaugh tablabol a minimalis szamu hurkot kell kivalasztani, amelyek lefedik az 6sszes mintermet.
Altalaban szabad szemmel lathatd, hogy mely primimplikansok sziikségesek a fiiggvény felirdsahoz. A
sziikséges primimplikdnsok algoritmikus meghatarozdsahoz a primimplikdns tablat vagy a
segédfliggvényt lehet haszndlni, mely részletesen a szamjegyes minimalizdlas részben lesz
bemutatva.

Az aldbbi példaban 3 darab kettes hurkot general a bemutatott modszer. Mind a harom kettes hurok
egy primimplikanst reprezentadl, de a (3, 7) hurokhoz tartozé primimplikansra nincs sziikség, mivel a
3-as minterm az (1, 3) hurokban, a 7-es minterm a (6, 7) hurokban is szerepel. igy az egyszer(sitett
fuggvényalak a kovetkezd: AC + AB.

C
BC B
A 00 01 11 10
o 0 ( 1)| o
4] 2
Al o | o |1 )
4 5 6

5.22 abra: Példa redundans primimplikans esetére

Minimalizalds sordn olyan eset is el6fordulhat, hogy nem a legnagyobb méret(i hurkok maradnak
meg a kivalasztas utan. A kdvetkezd példaban az optimalis hurkolds egy négyes és négy kettes hurkot
tartalmaz. A Karnaugh tablabdl jol latszik, hogy az Gsszes kettes hurok Iényeges primimplikdnst jeldl
és ezek a kettes hurkok lefedik az 6sszes mintermet, azaz az egyszerdsitett fliggvényalakban a négyes
hurok altal reprezentalt primimplikdnsra nincs szikség. gy az egyszerisitett fiiggvényalak a
kévetkezé: ACD + ABC + ABC + ACD.
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5.23 abra: Példa redundans primimplikans esetére: a legegyszeriibb primimplikans redundans

A kovetkez6 példa azt az esetet mutatatja be, amikor nincs |ényeges primimplikans, azaz ranézésre
nem lehet egyértelm(ien eldonteni, hogy melyik primimplikdnsokra van szlikség a legegyszer(ibb alak
eléréséhez. Jelen példaban két megoldés is létezik: ABD + BCD + ACD és ACD + ABD + BCD.

d

O

Q)

5.24 dbra: Példa redundans primimplikdns esetére: nem egyértelmi, hogy melyik primimplikans
redundans

Példa

Késziteni kell egy logikai halézatot, amelynek négy bemente (A, B, C és D) van és minden
bemenetéhez egy-egy suly tartozik. Az A bemenet sulya legyen 3, a B bemeneté 2, a C és a D
bemeneteké pedig 1. A hdldzat F kimenetén akkor lesz 1 logikai érték, ha az 1 értékkel rendelkez6
bemenetek 6sszsulya nagyobb, mint a O bemeneti értékkel rendelkez6ké. Azaz ha példaul az A
bemeneten 0 van, B, C és D bemeneteken pedig 1, akkor a kimenet értéke 1, mivel B, C és D
Osszsulya (2 + 1 + 1 = 4) nagyobb, mint A sulya (3). Az igazsagtablazatot ez alapjan fel lehet irni.

A/B|C|D]|F

0|00
0/ 0|0
0|01

0j]o
110
0j]o




0/|0|1]1]0
0|1]0]0]O0
0|1]0|1]0
0|1(1]0]0
oO|1(1]1]1
110/0]|0]0
110|0]|1]1
1/10|]1]0]1
1/10]1]1]1
1/1|]0|0]1
1/1]0]1]1
1/1]1]0]1
1]1]1]1]1

Az igazsagtablazatbdl fel lehet rajzolni a Karnaugh tablat. EIGszor a diszjunktiv alak meghatarozasa a
cél. A primimplikdnsok meghatarozhatdok a Karnaugh tabla segitségével. Ebben az esetben az 6sszes

megtaldlt primimplikans |ényeges primimplikdns.

A

-

/4

o

N

Mivel az 6sszes lényeges primimplikdnst tartalmaznia kell az egyszerUsitett fliggvényalaknak, ezért az
egyszerUsitett fliggvényalak a kovetkez6 F = AB + AC + AD + BCD, melynek a megvaldsitasa az

alabbi abran lathatd.

51




Konjunktiv alak meghatdrozdsa esetén a Karnaugh tablaban a 0-kat kell hurkolni a primimplikdnsok
megtaldlasahoz.

Fo N
SRS

A

Az itt megtalalt Osszes primimplikdns is |ényeges primimplikans, ezért nem hagyhaté el a
megoldasbdl. Az eredményil kapott F = (A+ B)(A+C)(A+ D)(B+ C+ D) logikai aramkori
realizacidja aldbb lathato.
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A megoldasként kapott diszjunktiv és konjunktiv alak ugyannyi kapubemenetet tartalmaz, ezért mind
a ketté ugyanolyan egyszerlinek szamit. Ezek utan a rendelkezésre allé konkrét logikai dramkordk
tulajdonsagai (ar, rendelkezésre allds, méret, ...) hatdrozzak meg, hogy melyiket kell megvaldsitani.

Nem teljesen specifikalt hal6zatok minimalizalasa

Nem teljesen specifikalt haldzatok esetében a Karnaugh tablaban szerepelnek olyan celldk is, melyek
sem O-t sem 1-et nem tartalmaznak, hanem az ezen celldkhoz tartozé bemeneti kombinéacidéra a
logikai kapcsolds kimenetén tetszéleges kimenet keletkezhet. Ez tipikusan olyan esetekben fordul el§,
amikor egy adott bemeneti kombinacié soha nem fordulhat el6. A Karnaugh tabla ilyen bemeneteket
reprezentdld celldiban ,,-” szerepel. A megvaldsitott logikai aramkdr kimenetén természetesen 1 vagy
0 jelenik meg ezekre a bemeneti kombinacidkra is, de hogy ezek kozil melyik, az egyszerUsités
eredményétdl fligg. A hatdrozatlan allapotok 1-nek vald tekintése novelheti a hurok méretét, azaz
egyszerlbb primimplikansok taldlhatdk, de ez akdr az eredetihez képest tovabbi hurkokat is
eredményezhet, azaz bonyolithatja is a fliggvényt.

Az egyszer(sités sordn a hatarozatlan allapotok 0-nak és 1-nek is tekinthet6k. Azaz a hurkok felvétele
soran le lehet fedni ilyen celldkat is, de a lefedésiik nem kotelez6. Az el6z6ekben bemutatott
maodszer hasznalata esetén a kiinduld Iépésben a hatarozatlan dallapotokat is le kell fedni egyes
hurkokkal és a ciklusban ezeket a hurkok is felhasznaldasra kerllnek, azaz az primimplikdnsok
meghatdrozasa ugyanugy torténik. A kilonbség az eddigiekhez képest az egyszerdsitett alak
meghatarozasaban, azaz a sziikséges primimplikansok kivalasztasaban van. Itt a Karnaugh tablabdl a
minimalis szdmu hurkot kell kivalasztani, amelyek lefedik az 6sszes 1-et tartalmazé cellat.

Egy példan keresztiil bemutatdsra keriil, hogy a hatdrozatlan allapotok 0-nak vagy 1-nek valasztasa
mennyiben befolydsolja a megvaldsitandd logikai kapcsolasi vazlatot. A kdvetkezd igazsagtdblaban
nyolc darab 1-es és kett6 hatdrozatlan allapot szerepel. Karnaugh tabla segitségével
meghatarozhatdk a primimplikdnsok.

A/B|C|D|F
0/0|0|O0]1
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0/0|1]0]0
0|0|1|1]-
0|1]0]0]O0
0O|1j]0]1]1
0O|1(]1]0]1
oO|1(1]1]1
110/0]|0]0
110|]0]1]0
110]1]0]0
1101|110
111/]0]0]0
1/1]0]1]1
1/1(1]0] -
1/1]1]1}1

El6szO6r megvizsgaldsra keriil, hogy mi torténik, ha minden hatdrozatlan allapotot 0. Ekkor az
igazsagtabla a kovetkez6 képen médosul.

A/B|C|D|F
0/|0j0|0]1
0j|0j0|1]1
0/0|1]0]0
0|0j1]1]0
0|1]0]0]O0
oOj|1j]0]1]1
0O|1(]1]0]1
oO|1(1]1]1
1/0/0]|0]0
110/0]|1]0
110[1]0]0
1101|110
111/]0]0]0
1/1]0]1]1
111/1]0]0
1]1]1]1]1

A Karnaugh tabla harom darab kettes és egy négyes hurkot eredményez. A Karnaugh tablabdl a
kordbbiaknak megfelel6éen meghatdrozhatd az egyszer(sitett flggvényalak, mely harom
primimplikdnst tartalmaz és a kovetkez6 fiiggvényt eredményezi F = BD + ABC + ABC.
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Kovetkez6 esetben minden hatdrozatlan allapot 1.

1
1

0

1

1

0/0]0

0/0]0

1

0/0|0]0

0|0

1

A/B|C|D|F
0/|0|0]|O0
0|00

0

1
1

1
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R
Ebben az esetben egyszerlbb primimplikansokat sikeril elérni, igy ez egy darab kettes és harom
darab négyes hurkot eredményez. Az egyszer(sitett fliggvényalak a kévetkez6 F = AD + BD + BC +
ABC. A primimplikdnsok valdban egyszer(ibbek, kevesebb mintermet tartalmaznak, de tobb
primimplikdnsra van sziikség a fliggvény megvaldsitasahoz.

Lo

Ve
AN
N

-

Egyik el6z6 eset sem eredményezett optimalis megoldast. A fejezet elején leirt mddszert alkalmazva
ugyanazok a hurkok keletkeznek, abban az esetben, amikor a hatarozatlan allapotok 1-esek, de most
a primimplikdnsok kivalasztasanal a hatarozatlan &llapotokat ne kelljen feltétlendl lefedni. igy a
kovetkezd abran sziirkével jeldlt (1, 3, 5, 7) hurkot nem kell az egyszer(sitett logikai fliggvénynek
tartalmaznia, mivel annak az 1-es, 5-0s és 7-es celldja le van fedve masik hurokkal is, a negyedik
celldja viszont hatarozatlan &llapot. Az egyszersitett figgvényalak az F = BD + BC + ABC
figgvény, amely kevesebb primimplikanst tartalmaz, mint ha minden hatdrozatlan allapot 1-es és
egyszerlbb, mint ha 0.

56



A
N

N

>

M

ST

Ez a megvaldsitds a kovetkezd igazsagtablazatnak felel meg, amely nem mond ellent az eredeti
specifikacioval.

Rr|lRr|IR|lRRFR O|O|lO|lO|O|OC|OC|O
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A mddszer korlatai

A Karnaugh tablak 4 valtozéig haszndlhaték hatékonyan, 5 valtozd esetében egy mintermnek
(maxtermnek) négy szomszédos minterme (maxterme) van, ami a Karnaugh tablaban azt jelentené,
hogy minden cellanak négy szomszédja van. Ezt két dimenzidban nem lehet abrazolni, harom
dimenzidban pedig a papir-ceruza médszer nem hatékony. Ha lehetne haromdimenzids tablazatokat
rajzolni, az is legfeljebb 6 valtozdig oldana meg a problémat, afelett mar a harom dimenzié sem lenne
elég. A kovetkez6 fejezetben olyan mddszer kerll bemutatasra (szamjegyes minimalizalas), amely
tetsz6leges szamu valtozd esetében hasznalhaté.

Szamjegyes minimalizalas
A szamjegyes minimalizdlas vagy mas néven Quine-McCluskey mddszer ugyanazt a minimalizalasi
alapotletet haszndlja fel, mint a Karnaugh tabla, viszont ebben az esetben nincs korlat a valtozék
szamara. A szamjegyes minimalizalds a mintermeket egyértelm(ien azonositd alsé indexet haszndlja
fel a szamoldshoz. Ez az index egy decimalis szam, amely alapjan meg kell tudni mondani, hogy két
minterm mikor szomszédos egymassal.

Két minterm akkor szomszédos, ha csak egy valtozéban kilénboznek. Azaz ha binaris szamként
tekintliink rajuk, akkor csak egy helyiértékben kiilonboznek, tehat egyetlen poziciéban van 1-es
helyett 0. Harom feltételnek kell teljesiilnie a szomszédsaghoz. A feltételekben példaként hasznalt
két binaris szam kiilénb6zz6n csak az i-edik bitben.

Az elsé feltétel azt irja el, hogy a decimalis indexek kiilonbsége ketté hatvanya kell, hogy legyen. Ha
a két binaris szamot kivonunk egymasbdl (a nagyobbdl a kisebbet), akkor eredményl olyan binaris
szamot kapunk, amely mindenhol 0, kivéve az i-edik bitet. Ennek decimalisan értéke 2'. Példaul az
m3 = ABC mintermnek harom szomszédja van, azmj = ABC,az m3 = ABC ésazm3 = ABC. Mind
a harom mintermmel valé kiilonbsége ketté hatvanya, konkrétan 4, 2 és 1. Ez a feltétel Gnmagaban
nem elegends, mivel példaul az m3 = ABC és az m3 = ABC mintermek decimalis indexének
kilonbsége 1, de mégsem szomszédosak.

A masodik feltétel az indexek bindris sulyanak kiilonbséges 1 kell, hogy legyen. A binaris suly azt
mondja meg, hogy a szamot binarisan felirva hany darab 1-es van benne. Mivel a két bindris szam
csak az i-edik bitben kiilonbozik egymdstdl, ezért amelyikben 1-es van 0 helyett, annak a binaris sulya
eggyel nagyobb. Példaul azm3 = ABC binaris sulya 3, a vele szomszédos m3 = ABC, mg = ABC és
m3 = ABC binaris stlya 2. Ez a feltétel sem elegendé 6nmagéban, mivel példdul az m3 = ABC
bindris sulya 1, az mg = ABC binaris sulya 2, azaz binaris sulyuk kiilonbsége 1, de mégsem
szomszédosak.

A harmadik feltétel szerint a nagyobb decimalis indexnek nagyobb a binaris sulya. Amelyik szdmban
1-es van 0 helyett, annak decimalis értéke 2’ értékkel nagyobb. Ez a feltétel sem elegendd
onmagaban, mivel példdul az m3 = ABC binéris stlya 2, az m3 = ABC binaris sulya 0, azaz a
nagyobb értéklinek nagyobb a binaris sulya, de mégsem szomszédosak.

A harom feltétel egyltt biztositja szdmunkra azt, hogy a két minterm minimalis legyen. Azaz
Osszefoglalva két minterm szomszédos, ha a kovetkezd feltételek teljesiinek.

e Adecimalis indexik kilonbségének értéke 2 hatvanya.
e A bindris sulyuk kiilonbsége 1.
e A nagyobb index( term sulya nagyobb.

A fenti feltételek megfelelGen leirjdk, hogy két minterm mikor szomszédos, azaz mikor lehet 6ket
Osszevonni. Ez viszont csak az els§ |épéshez elegendd, mivel az implikdnsok nem csak egyetlen
mintermet tartalmazhatnak. Az implikansok Osszevondsandl a feltétel szerint az implikdnsok 3ltal
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lefedett mintermek paronként szomszédosak. Ez csak abban az esetben fordulhat el6, ha két
implikdnsnak ugyanazokat a valtozdkat tartalmazza, azaz ugyanazok a valtozdk lettek beldlik
kiegyszer(sitve.

Primimplikdnsok meghatarozasa

Ezek utdn gyakorlatilag ugyanaz a mddszer hasznalhatd, mint a Karnaugh tabla esetében. A kevesebb
mintermet tartalmazé implikansokat kell 6sszevonni és nagyobbakat késziteni. Els6 1épésben az egy
mintermet tartalmazoé implikdnsokat kell 6sszegydjteni, a Karnaugh tablaban ez az egyes hurkokat
jelenti. Ezeket egy tdblazatba kell rendezni a binaris sulyuk alapjan csoportositva, mivel igy a masodik
feltétel ellen6rzésére a kés6bbiekben nem lesz sziikség. A csoportok kozott aldhuzds szerepel a
tablazatban a jobb [dthatdsag végett. A mintermek 6sszevonasa sordan a szomszédos csoportokban
Iévd Osszes mintermet parositani kell és ellendrizni, hogy a harom kordbban felirt feltétel teljesil-e.
Amennyiben igen, akkor ez egy Uj implikanst eredményez, mely egy Uj tablazatban kerdl
Osszegy(ijtésre. Ebben a tablazatban az implikdnsok mellett fel kell jegyezni, hogy mennyi volt a
decimalis kiilonbségik. A decimdlis kilonbség mutatja, hogy melyik valtozot lehetett kiegyszerdsiteni
az Osszevonassal, a decimalis kiilonbség 2-es alapu logaritmusa jel6li ki az elhagyhaté valtozé
helyiértékét. Tovabba meg kell jeldlni, hogy mely mintermeket lehetett bevonni valamely
implikdnsba, mivel ezek a mintermek nem lehetnek primimplikansok. llyen mdédon el lehet késziteni
az 6sszes kett6 mintermet tartalmazé implikanst. Erdemes az Gjonnan kapott implikansokat is az els
mintermjik szerint bindris sulyuk alapjan csoportositani, ezt aldhuzassal jeldljuk a tablazatban, igy
csak a szomszédos csoportokban |évé implikansokat kell megvizsgalni.

A Karnaugh tdbla haszndlatahoz hasonldan itt is iterativan addig kell Uj tdblazatokat késziteni az
el6z6bdl, amig keletkezik Uj implikans. A ciklus végén azok az implikansok lesznek a primimplikansok,
melyeket nem lehetett 6sszevonni masik implikdnssal, azaz nem lettek megjeldlve az algoritmus
soran.

A példaban legyen a minimalizdlandd fliggvény ugyanaz, mint a Karnaugh tdblas minimalizalas
bemutatdsa soran, azaz az F™™* =25251(0,1,5,6,7,9,10,13,15). A konnyebb érthetdség miatt
minden 1épés utdn szerepel a Karnaugh tabla is. Elsé 1épés a mintermek csoportositdsa a binaris
sulyuk szerint.

Minterm  Binaris érték  Bindris suly

0 0000 0
1 0001 1
5 0101 2
6 0110
9 1001
10 1010
7 0111 3
13 1101
15 1111 4

59



O

O
O

0000

O

Kovetkez6 |épésben a szomszédos csoportokban [évé mintermek kell 6sszehasonlitani, és amiket
lehet, 6ssze kell vonni Uj implikdnsd. Ahol mind a harom, mintermekre vonatkozé szomszédossagi
feltétel teljesil, azok bekeriilnek a kdvetkez6 tablazatba és az 6sszevonhaté mintermek mellé ,,+” jel
kerll. Példaul az 5 és 9 mintermre teljesiilnek a feltételek, de példaul a 9 és 7 mintermekre nem
teljesil a harmadik tulajdonsag, azaz hogy a nagyobb binaris sulyd minterm decimalis értéke
nagyobb. Az Gsszevonads eredményeképpen ugyanazok az implikdnsok adddtak, mint a Karnaugh
tablas minimalizalas sordn a kettes hurkok képzésénél és a 10-es minterm ugyanugy nem vonhaté
0ssze semmilyen masik mintermmel, azaz 6 maga egy primimplikans.

Minterm  Binaris érték  Binaris suly Implikdans  Decimalis kiilonbség
0+ 0000 0 0,1 (1)
1+ 0001 1 1,5 (4)
5+ 0101 2 1,9 (8)
6+ 0110 5,7 (2)
o9+ 1001 5,13 (8)
10 1010 6,7 (2)
7+ 0111 3 9,13 (4)
13+ 1101 7,15 (8)
15+ 1111 4 13,15 (2)

B
e
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Ezek utdn kovetkezik az eredményil kapott implikansok tovabbi 6sszevondsa. Ebben az esetben
akkor vonhatdak Ossze az implikdnsok, ha pdaronként teljesiiinek a benne |év6 mintermekre a
szomszédossagi feltétel és ebbdl kévetkezéen a decimalis kilonbségiik megegyezik. Ez alapjan Ossze
lehet vonni az 1, 5 implikdnst a 9, 13 implikanssal, amia 1, 5, 9, 13 implikdnst eredményezi ugyanugy,
mint az 1, 9 implikdns 6sszevondsa az 5, 13 implikanssal. A Karnaugh tablaban is minden négyes
hurkot két féle képen lehetett elGallitani kettes hurkokbdl. Az 6sszevonas sordn még egy Uj implikans
keletkezik, de annak decimalis kiildnbsége nem ugyanaz, mint a masiké, ezért ezeket a késébbiekben
nem lehet 6sszevonni.

Implikdns  Decimalis kiilonbség Implikdns  Decimalis kiilénbség
0,1 (1) 1,5,9,13 (4,8)

1,5+ (4) 5,7,13,15 (2,8)

1,9+ (8)

5,7+ (2)

5,13+ (8)

6,7 (1)

9,13+ (4)

7,15+ (8)

13, 15+ (2)

I
ANE
|/
Ve

A szdmjegyes minimalizdlds sordan kapott primimplikdnsok megegyeznek azokkal a
primimplikansokkal, amelyeket a Karnaugh tablas minimalizalas eredményezett.

A kovetkez6 feladat a decimalis indexekbdl a primimplikdnsok algebrai alakjat meghatdrozni. Meg
kell vizsgdlni, hogy mely poziciokban egyforma az 6sszes minterm algebrai alakja és ez adja meg az
primimplikdns algebrai alakjat. Ez alapjan a kovetkezd képen kell meghatarozni az el6z6 példa
primimplikdnsainak algebrai alakjait.

Decimdlis alak  @lgebrai alakok Eredd algebrai alak
10 ABCD ABCD
ABCD —= =
ABCD ABC
ABCD
ABCD
ABCD
ABCD =
ABCD
ABCD

0,1

6,7 ABC

1,5,9,13
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ABCD
ABCD
ABCD
ABCD

5,7,13,15 BD

Egyszeriisitett alak megadasa

Az egyszer(sitett alak meghatdrozdsdhoz els6sorban a primimplikdns tabla hasznalhaté. Ebbdl
kiolvashaték a lényeges primimplikdnsok és szerencsés esetben ezek az Osszes mintermet
tartalmazzak (,lefedik”). Abban az esetben, ha a primimplikdns tabla alapjan ranézésre nem
allapithaté meg, hogy mely primimplikdnsokra van sziikség, vagy tobbvaltozds bonyolult fliggvényt
kell minimalizalni, akkor segédfliggvényt haszndlhatunk az eredmény meghatarozasahoz.

A primimplikans tablaban minden primimplikanshoz tartozik egy sor és minden mintermhez tartozik
egy oszlop. Ha egy primimplikans tartalmaz egy mintermet, akkor az adott cellaba ,*”-ot kell irni. A
megkllonboztetett mintermek oszlopaiban egyetlen ,x” szerepel, azaz azok a Iényeges
primimplikansok, amelyben van olyan minterm, melyek oszlopaban egyetlen ,x” van, ezeket ,*”-al

megjeloljik.

A F=4 = 2?251(0,1,5,7,10,11,13,15) fliggvényhez 6t primimplikans tartozik, azaz a primimplikans
tablanak 5 sora és 8 oszlopa lesz. A fentiek alapjan kitoltheté a tablazat és lathatd belSle, hogy O
mintermet csak a 0, 1 primimplikans fedi le, azaz ez lényeges primimplikans. Hasonldéan a 10, 11 és az
5, 7, 13, 15 primimplikansok is |ényeges primimplikdnsok. A példaban a Iényeges primimplikansok
lefedik az 6sszes mintermet, azaz ranézésre latszik a megoldas.

Sor  Primimplikans 0 1 5 7 10 11 13 15
* 0,1 X X
1,5 X X
* 10, 11 X X
11,15 X X
* 5,7,13, 15 X X X X

5.25 abra: Példa primimplikans tablara: a Iényeges primimplikansok felfedik az 6sszes mintermet

Olyan eset is el6fordulhat, hogy nem a legegyszer(ibb primimplikdansok maradnak meg a kivalasztas
utan. A kdvetkezd példaban egy darab négy és négy darab ketté mintermet tartalmazé primimplikans
van. A primimplikans tablabdl jol [atszik, hogy az Gsszes ketté mintermet tartalmazé primimplikans
lényeges primimplikanst jeldol és ezek lefedik az Osszes mintermet, azaz az egyszerUsitett
fliggvényalakban a négy mintermet tartalmazd primimplikdnsra nincs sziikség.

Sor  Primimplikans 1 5 6 7 11 12 13 15

* 1,5 X X

* 6,7 X X

* 12,13 X X

* 11, 15 X X
5,7,13,15 X X X X

5.26 abra: Példa primimplikans tablara: a Iényeges primimplikansok nem fedik le az 6sszes
mintermet

A kovetkezd példa azt az esetet mutatatja be, amikor nincs a rendszerben lényeges primimplikdns,
azaz ranézésre nem lehet egyértelmiien eldonteni, hogy mely primimplikdnsokra van sziikség a
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legegyszer(ibb alak eléréséhez. Jelen esetben a primimplikans tabla minden oszlopaban ketté darab
X" szerepel.

Sor  Primimplikans 1 3 7 9 13 15
1,3 a X X
1,9 b X X
3,7 c X X
7,15 d X X
13,15 e X X
9,13 f X X

5.27 abra: Példa primimplikans tablara: nincs Iényeges primimplikdns

Amikor rdnézésre nem allapithatd meg a legegyszer(ibb alak, vagy amikor sok valtozd és
primimplikdns miatt attekinthetetlen a tablazat, segédfiiggvényt kell hasznalni. A segédfiiggvény
gyakorlatilag logikai fliggvénye annak a feltételnek, hogy minden mintermet le kell fedni legaldbb egy
primimplikdnssal. Ennek eléréséhez minden primimplikdnshoz be kell vezetni egy logikai valtozét,
mely azt reprezentalja, hogy az szerepel-e az egyszer(sitett fliggvényalakban. Ezeket jeldli az el6z6
tablazatban az a, b, c, d, e és f. Azt, hogy egy minterm le van fedve, Ugy lehet leirni, hogy az 6t
lefedni tudd primimplikdnsokhoz tartozd logikai valtozokat VAGY kapcsolattal kell dsszeflizni. Azt,
hogy minden minterm le van fedve, Ugy lehet leirni, hogy a mintermekhez tartozé logikai
kifejezéseket ES kapcsolattal kell 6sszekapcsolni. Az eredményiil kapott segédfiiggvényt S-el jeldlik.

A primimplikans valtozéknak egy olyan kombinacidjat kell megtalalni, hogy a segédfliggvény értéke
1-et vegyen fel. Ehhez at kell alakitani a fiiggvény diszjunktiv alakba a szorzasok (ES kapcsolatok)
elvégzésével és meg kell hatdrozni az 0Osszes primimplikdnsat. Diszjunktiv alak esetén a
segédfliggvény akkor vesz fel 1 értéket, ha van olyan tagja, melynek értéke 1. Azaz ki lehet valasztani
barmelyik tagot a segédfiiggvénybdl, és ha az abban a tagban szerepl6 valtozékhoz tartozé
primimplikdnsok segitségével lesz megvaldsitva a logikai fliggvény, akkor minden minterm le lesz
fedve. Mivel a legegyszer(bb alak megtaldlasa a cél, ezért azt a tagot kell kivalasztani, amelyben a
legkevesebb primimplikans szerepel. Ha tobb olyan tag is van, melyek szdamossdga minimalis, akkor a
valasztas kozottiik tetszbleges.

Az el6z6 példdhoz tartozod segédfiiggvény a kovetkezd képen néz ki S = (a +b)(a +c)(c+d)(b +
e+ f)(d + e). Ezt &t lehet alakitani diszjunktiv alakba a zardjelek felbontasaval és egyszer(siteni
az elnyelési  tulajdonsdg  felhasznaldsdval S = (a+ bc)(bc + cf + bd + df)(e +df) =
(bc + acf + abd + adf)(e + df) = bce + bcdf + acef + acdf + abde + abdf + adef + adf =
bce + adf + bcdf + acef + abde. Az 6t kapott primimplikans 6t kilonb6z6 megoldast jeldl, ezek
kozll az a bece és az adf a legegyszerlibbek, mivel ezek tartalmazzak a legkevesebb primimplikanst. A
bce alapjan a flggvény megvalositasahoz a b, a ¢ és az e primimplikdnsokra van sziikség, igy a
fluggvény egyszerdsitett alakja F = b+ c+e = BCD + ACD + ABD. Az adf alapjan a fliggvény
megvaldsitasahoz az a, a d és az f primimplikdnsokra van sziikség, igy a fliggvény egyszer(sitett
alakia F =a+d + f = ABD + BCD + ACD.

Példa
Legyen adott a kdvetkezd logikai fiiggvény F*=* = f:51(4,5,10,11,13,14,15). A mintermek alapjan
fel lehet irni a kiindulé tablazatot.

Minterm  Binaris érték  Bindris suly

4 0100 1
5 0101 2
10 1010
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11 1011 3

13 1101
14 1110
15 1111 4
Az els6 |épésben meg kell hatarozni a ketté mintermet tartalmazo implikansokat.
Minterm  Binaris érték  Binaris suly Implikans  Decimalis kiilonbség
4+ 0100 1 4,5 (1)
5+ 0101 2 5,13 (8)
10+ 1010 10,11 (1)
11+ 1011 3 10, 14 (4)
13+ 1101 11, 15 (4)
14+ 1110 13,15 (2)
15+ 1111 4 14,15 (1)

Ezek utan meghatarozhatdk a négy mintermet tartalmazé implikdnsokat.
Implikdns  Decimalis kiilonbség Implikans Decimalis kiilonbség
4,5 (1) 10,11, 14,15 (1, 4)
5,13 (8)

10, 11+ (1)
10, 14+ (4)
11, 15+ (4)
13,15 (2)
14, 15+ (1)

Mivel csak egyetlen darab négy mintermet tartalmazé implikdns van, ezért azt mar nem lehet
O0sszevonni madsikkal, azaz nincs nyolc mintermet tartalmazé implikans. A primimplikans tabla
segitségével meghatarozhatdk a Iényeges primimplikansok.

Sor  Primimplikans 4 5 10 11 13 14 15
* 4,5 a X X
5,13 b X X
13,15 c X X
* 10,11,14,15 d X X X X

A lényeges primimplikdnsok nem fedik le az 6sszes mintermet, ezért a segédfliggvény segitségével
kell meghatdrozni a sziikséges primimplikansokat. S = a(a + b)dd(b + c)d(c +d) = ad(b +¢) =
abd + abc. Azaz a két lényeges primimplikdns mellett tetsz6leges, hogy a b vagy a ¢ primimplikans
szerepel a megoldasban. Most legyen b a kivalasztott primimplikans. Ekkor az eredd fuggvényhez
meg kell hatarozni a primimplikansok algebrai alakjait.

Decimdlis alak  Algebrai alakok Eredd algebrai alak
ABCD ~ =
ABCD
ABCD =
ABCD
ABCD
ABCD
ABCD
ABCD
Ebbél az eredé figgvényalak F = ABC + BCD + AC.

4,5

5,13

10,11, 14, 15 AC
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A kovetkezd példaban legyen F™=> = Z?Zg1(0,1,6,7,14,15,17,21,22,23,24,30,31) egy Otvaltozos
logikai fliggvény. A mintermek alapjan fel lehet irni a kiinduld tablazatot.

Minterm  Binaris érték  Bindris suly

0 00000 0
1 00001 1
6 00110 2
17 10001
24 11000
7 00111 3
14 01110
21 10101
22 10110
15 01111 4
23 10111
30 11110
31 11111 5
Az els6 |épésben meg kell hatarozni a ketté mintermet tartalmazo implikansokat.
Minterm  Binaris érték  Binaris suly Implikdns  Decimalis kiilénbség
0+ 00000 0 0,1 (1)
1+ 00001 1 1,17 (16)
6+ 00110 2 6,7 (1)
17+ 10001 6,14 (8)
24 11000 6,22 (16)
7+ 00111 3 17,21 (4)
14+ 01110 7,15 (8)
21+ 10101 7,23 (16)
22+ 10110 14,15 (1)
15+ 01111 4 14,30 (16)
23+ 10111 21,23 (2)
30+ 11110 22,23 (1)
31+ 11111 5 22,30 (8)
15,31 (16)
23,31 (8)
30,31 (1)
Ezek utan meghatarozhatdk a négy mintermet tartalmazo implikansokat.
Implikdns  Decimalis kiilonbség Implikans Decimalis kiilonbség
0,1 (1) 6,7, 14, 15 (1, 8)
1,17 (16) 6,7,22,23 (1, 16)
6, 7+ (1) 6,14,22,30 (8,16)
6, 14+ (8) 7,15,23,31 (8, 16)
6, 22+ (16) 14,15,30,31 (1, 16)
17,21 (4) 22,23,30,31 (1,8)
7,15+ (8)
7,23+ (16)
14, 15+ (1)
14, 30+ (16)
21,23 (2)
22,23+ (1)
22,30+ (8)
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15,31+ (16)

23,31+ (8)
30, 31+ (1)
Ezek utan meghatarozhatdk a nyolc mintermet tartalmazé implikdnsokat.
Implikans Decimalis kiilonbség Implikans Decimalis kiilonbség
6,7,14, 15+  (1,8) 6,7,14,15,22,23,30,31 (1,8, 16)

6,7,22,23+ (1,16)

6,14,22,30+ (8,16)

7,15,23,31+ (8,16)

14, 15, 30, 31+ (1,16)

22,23,30,31+ (1,8)
Mivel csak egyetlen darab nyolc mintermet tartalmazd implikdns van, ezért azt mar nem lehet
O0sszevonni masikkal, azaz nincs tizenhat mintermet tartalmazé implikans. A primimplikans tabla
segitségével meghatarozhatdk a Iényeges primimplikansok.

Sor Primimplikans 0 1 6 7 14 15 17 21 22 23 24 30 31
* 24 a X
* 0,1 b X X
1,17 c X X
17,21 d X X
21,23 e X X
* 6,7,14,15,22,23,30,31 f X X X X X X X X

A lényeges primimplikdnsok nem fedik le az 6sszes mintermet, ezért a segédfliggvény segitségével
kell meghatdrozni a szukséges primimplikdnsokat. S = b(b + o) ffff(c + d)(d +e)f(e + flaff =
bf(c+d)(d+e)a=abf(cd+ ce+d+de) =abf(ce+d) =abcef + abdf. A két lehetséges
megvaldsitasbol az abdf tartalmaz kevesebb primimplikans, ezért ez az optimalis megoldas. Az
eredd fuggvényhez meg kell hatarozni a primimplikansok algebrai alakjait.

Decimalis alak Algebrai alakok Eredd algebrai alak
24 ABCDE ABCDE
ABCDE P
ABCDE ABCD
ABCDE
ABCDE
ABCDE
ABCDE
ABCDE
ABCDE
ABCDE
ABCDE
ABCDE
ABCDE
Ebbél az eredé figgvényalak F = ABCDE + ABCD + ABDE + CD.

0,1

17,21 ABDE

6,7,14,15,22,23,30,31 CD

Nem teljesen specifikalt hal6zat minimalizalasa

Nem teljesen specifikalt estében is hasonlé az optimalizalas, mint a Karnaugh tablanal, azaz a
hatdrozatlan allapotokat is fel kell venni implikansnak a kiindulé tablazatban és haszndlni 6ket az
6sszevonasoknal. Es ugyanlgy, mint a Karnaugh tablanal a primimplikansok kivalasztasanal nem kell
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Gket lefedni, a primimplikdns tablazatbdl ki lehet hagyni Sket. igy a segédfiiggvényben sem
szerepelnek a hatarozatlan mintermekhez tartozé logikai kifejezések.

Legyen adott a kdvetkezd logikai fiiggvény F™*=* = Zf:51(0,1,3,6,7,8,9) + (2,12). A mintermek
alapjan fel lehet irni a kiindulé tablazatot, ahol a hatarozatlan allapotok is szerepelnek.

Minterm  Binaris érték  Bindris suly

0 0000 0
1 0001 1
2 0010
8 1000
3 0011 2
6 0110
9 1001
12 1100
7 0111 3
Az els6 |épésben meg kell hatarozni a ketté mintermet tartalmazo implikansokat.
Minterm  Binaris érték  Binaris suly Implikans  Decimalis kiilonbség
0+ 0000 0 0,1 (1)
1+ 0001 1 0,2 (2)
2+ 0010 0,8 (8)
8+ 1000 1,3 (2)
3+ 0011 2 1,9 (8)
6+ 0110 2,3 (1)
9+ 1001 2,6 (4)
12+ 1100 8,9 (1)
7+ 0111 3 8,12 (4)
3,7 (4)
6,7 (1)
Ezek utan meghatarozhatdk a négy mintermet tartalmazo implikansokat.
Implikdns  Decimalis kiilonbség Implikans Decimalis kiilonbség
0,1+ (1) 0,1,2,3 (1,2)
0,2+ (2) 0,1,8,9 (1, 8)
0, 8+ (8) 2,3,6,7 (1, 4)
1,3+ (2)
1,9+ (8)
2,3+ (2)
2,6+ (4)
8, 9+ (2)
8,12 (4)
3,7+ (4)
6, 7+ (2)

Mivel mind a harom implikdnsnal kilonbdznek a decimalis kiilonbségek, ezért egyiket sem lehet
O0sszevonni madsikkal, azaz nincs nyolc mintermet tartalmazé implikans. A primimplikans tabla
segitségével meghatarozhatdk a Iényeges primimplikansok.

Sor  Primimplikans 0 1 3 6 7 8 9
8,12 a X
0,1,2,3 b X X X

*0,1,8,9 c X X X X




* 21316/7 d X X X

A lényeges primimplikdnsok nem fedik le az 6sszes mintermet, ezért a segédfliggvény segitségével
kell meghatérozni a sziikséges primimplikansokat. S = (b + ¢)(b + ¢)(b + d)dd(a + ¢)c = cd. Azaz
az optimalis megoldasban a ¢ és a d primimplikans szerepel. Az ered6 fuggvényhez meg kell
hatdrozni a primimplikansok algebrai alakjait.

Decimdlis alak  Algebrai alakok Eredd algebrai alak
ABCD
ABCD
ABCD
ABCD
ABCD
ABCD -
ABCD
ABCD
Ebbél az eredé figgvényalak F = BC + AC.

0,1,8,9 BC

2,3,6,7
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6. Tobbkimenetii logikai fliggvények egyszeriisitése

Tobbkimenetl kombinacids halézatok esetén minden kimenethez kiilon logikai fliggvény tartozik. A
logikai flggvények egyszerUsitését végre l